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Zjawisko drganh samowzbudnych od strony jakoscio-
wej zbadane zostalo poprzez analize pochodnej energii
uktadu wzgledem czasu. Analiza ta pozwolila stwier-
dzi¢, ze dla rzeczywistych charakterystyk tarcia su-
chego istnieja stateczne i niestateczne potozenia réw-
nowagi. Wskazuje réwniez ona na istnienie cykli gra-
nicznych. Stosujg@c metode linearyzacji  harmonicznej
znaleziono rozwiazanie analityczne zardwno w przypad-
ku stanu ustalonego jak i nieustalonego.

Réwnanie ruchu ukitadu przedstawionego na rysunku 1, na ktérym przy-
jeto oznaczenia: 1 - ciato o masie m, 2 - sprezyna o sztywnosci k, 3 -
tagma przesuwajaca sig z predkoscia V,: ma postac

mx + kx = T(w), (1)

gdzie T(w) jest nieliniowa zaleznoscia sily tarcia od predkosci wzgled-
nej tracych sie cial (rys. 2), aproksymowana za pomoca wielomiandéw réw-
naniem

T(w) = T, 89N W = aw + (Bw3. (2)

gdzie: w = v - X,
L wartos¢ tarcia dla w = 0O,
o, - state wspéiczynniki, przy czym >0, 0 < < 1.
Poczatek uktadu Ox (rys. 1) odpowiada takiemu polozeniu masy, w kté-
rym sprezyna jest nienapigta. Mierzymy drgania od poiozenia réwnowagi
statycznej (w ukladzie O0°&); réwnanie ruchu wyrazi sig zaleznosdcia
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l"I"IEa- kﬁ: Q(é), (3)

gdzie: Q(&) = T(w) = T(v ),
Kl¢ -i»'&‘T(VO)-

Mnozac obydwie strony réwnosci (3) przez v i uwzgledniajgac réwnosc
x = & = v otrzymujemy

7 (e +v) = alv)v, (4)

2 2
gdzie: E = ﬂ%—, V = Eﬁ—.

Rys. 2

Analiza jakosciowa oparta na réwnaniu (a4) przeprowadzona zostanie na
podstawie rysunkéw 3, 4 i 5. Z rysunkéw 3 i 4 wynika, Ze polozenie roéw-
nowagi dla tych przypadkéw jest niestateczne, bowiem energia w otocze-
niu tego punktu jest doprowadzana dla ukladu (Qv > 0). Rdéznica miedzy
nimi polega na tym, ze dla pierwsz&go przypadku (rys. 3) cykl graniczny
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pojawi sie dla AR >v_, a dla drugiego (rys. 4) dla AR < v, (A - ampli-
tuda drgah, @ - czestoséé kotowa drgar). Polozenie réwnowagi dla przy-
padku przedstawionego na rysunku 5 jest stateczne.
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Analizy ilos$ciowej dokonano wykorzystujec metode linearyzacji har-
monicznej, przy czym rozpatrzono dwa przypadki.
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Przypadek 1 (vo > ARQ)

Ze wzgledu na niesymetryczng charakterystyke Q(é) rozwigzania réw-
nania (3) poszukujemy o postaci

=6+ &", (5)

gdzie: &o - skiadowa aperiodyczna,

E* = a cos wt, przy czym a jest amplituda, w ~ czestoscia drgan.
Wspdiczynnik linearyzacji harmonicznej wyrazi sie wzorem

297
q" = 5%-Jf {To - a(vy + awsin ¢) + B(v, + awsin ¢)3} sin ¢d¢ =
0

= —ao+ Sﬁvgw + %— ﬁazws. (6)

Réwnanie zlinearyzowane ruchu zapisane w dziedzinie czestotliwodcio-
wej ma postac

-

(np? + )& - F° 4 (& pg) - 0. (7)

gdzie

1
Fo = 27

O\‘g

[To -aw + ﬂwﬂd(& - 7(v,) =

3 3 2 2
=T, =@V, + Bvy + 5 @ v, - T(vo).

Réwnenie (7) po uwzglednieniu réwnania (5) roziozono na dwa réw=
nania:

kE® = F°, (8)
mpzq*af k€% - 95 p&€* = 0.
Bedziemy poszukiwa¢ drgan ustalonych (a = A, @ =R), wiec p = iR

i ostatecznie z réwnania (8) otrzymujemy trzy rdédwnania algebraiczne nie-
liniowe (9) do wyznaczania trzech wielkosci A, Q,g":

kgo =T, =V, + ﬁvg + %ﬁvoAzQz - T(Vo).
-mﬂQz + k = 0,

e-3pv2 - 2 3A%Q% < 0. (9)
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Po uwzglednieniu (3 = . (g - wartoéé predkosci, dla ktérej T(w)
3
osiaga minimum) z dwéch ostatnich réwnar ukladu (9) otrzymujemy:

2 _k
R = o (10)

2 2
a(gc - v9)
AS = _____E__Q_:
Q
jak tatwo zauwazyc rdéwnania majg sens dla y > A
Skladowa aperiodyczna po uwzglednieniu
-aVv_ + ﬁv3 (11)
o )

T(VQ) = T0

mozna przedstawic¢ za pomoca zwiazku

2
2av v
£° - 2 [1 - (?“1) ] (12)
Wielkosc go jest uchybem wynikajacym z przesuniecia $rodka drgan
i mierzonym od polozenia réwnowagi statycznej.

Przypadek 2 (AR > v )

Postepujac analogicznie otrzymujemy ukiad trzech réwnarn algebraicz=-
nych (13), ktdérych rozwiazanie daje nam poszukiwane wartosci Eo, A,R:

2T \%

k?lo = —}—9 arc sin 'KSOE -oevy + ﬁvs . —g—ﬁvoAz Q2 . T(vo),

-n®@2 , k =0, (13)

2
47 v

o] o] 2 3 202
Pl 1"(19) - 3o v ZfATRT = 0.

Badanie stanu nieustalonego

Dla przypadku Vo > aw poszukajmy stanu oscylacyjnego nieustalonego.
Rozwigazania poszukujemy o postaci E* = a(t) cos ¢(t), przy czym:

2 - ac(a), (14)

g% =w(a).
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Po podstawieniu p = ¢ + iw do drugiego réwnania ukladu 8 i rozdzie-
leniu réwnania na czes$c rzeczywista i urojong otrzymujemy:

2 2 2 3 5.2 2
me” - mw- + k ~ae + 38v € + rRaweE =0,

(15)

2mew - (ocw ~ 3pv§w+ g-ﬁazwz’) = 0.

Poniewaz & jest male, to przyjmujemy 62 = 0. Rozwiazujac ukitad réw-

nafi (15) z uwzglednieniem @ = %5 otrzymujemy:
3

alx

2
& =

o=(43~2m - 4mv§ - kaz)

g = .
85’2m2

(16)

Dla @ = O otrzymujemy wzér (10), co éwiadczy o prawidlowoéci rozwia-
zania. Mamy wiec: ‘

. 2 2
da _ _ _ak .3 _ alvg - &) .
dt 8y ™m 23'zm

(17)
-5

Po wykonaniu catkowania przy zalozeniu, 2e dla t = O jest a= a, am-

plituda wyraza sig wzorem

2 2
< - v
433 [% (5% - vg)] exp (% e ‘)
= g (18)

- 2 2
-V
4%:—(5'2 —Vg) +%a§a2 [exp(% :——2" t) _1]
&

Rozwiazanie powyzZzsze pokrywa sig z rozwiazaniem znalezionym meto-
da KBM (Krylow-Bogoliubov-Mitropolskij) po przyjeciu wartoséci & = %
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AHAJM3 ABTOKOJEBAHWA OBYCJIOBIEHHLX CYXUM TPEHUEM
B CUCTEME C OJIHO# CTENEHBI CBOBOAH

Kparkroe conpepraHue

fiBneHue aBTOKONEOAHWA C KAYECTBEHHOR CTODOHH WCNHTAHO C NMOMOWBI aHa-—
N¥3a NPOM3BOZHON 3HEpPruy N0 BpEMEHW. STOT aHanu3 TO03BOJNAET YCTAHOBUTH,
yTO ANS AeCTBMTENBHNX XaPAKTEPUCTMK CYXOro TDPeHWS CYyuecTByOT ycTohun—
BHE UM HEYyCTOHuMBHE NOJOREHWA DaBHOBECHA. TaKke YKasHBAET OH HA CymecTBO-
BaHKMe UUKIOB YCTOWYMBHX ¥ HeycToMuuBHX. YnoTpelnas MeTOx rapMmoxnueckoit
nIMHeapu3aluy HallleHo aHaZIMTUYECKOe peweHue B clyyae CTAIMOHApHOTO yCTol-
YUBOTO DPEXUMA ¥ HECTAUMOHAPDHOT'O HeycTONYWBOrO DEXMME.

ré6dz, Tonmrexauyeckuih UHCTHTYT
AacruryT Npurnagsoll MexaHukn

ANALYSIS OF SELF=EXCITED VIBRATION DUE TO NONLINEAR
FRICTION IN ONE DEGREE-OF-FREEDOM SYSTEM

Summary

In this work qualitative analysis of the existence of stable and
unstable states of equilibrium and of limit cycles was made. The quan=-
titative analysis was made by using sinusoidal-input describing func-
tion method. The solution was found for steady-state and transient
oscillations,

+6dz2, Technical University

Institute of Applied
Mechanics



