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1. WPROWADZENIE

W pracy dokonano analizy dnggastabo nieliniowych gtadkich uktadow auto-paramesryych
autonomicznych i nieautonomicznych o dwéch stogn@gobody na przykladzie wahadta o zmiennegj
dtugaéci.

Uklady dynamiczne zawiergje jako elementy wahadlo matematyczne lub fizyarag dwe
znaczenie techniczne. W uktadach tego typu na klgper:zenia wys¢pujacego w réwnaniach ruchu,
moze zachodd zjawisko rezonansu parametrycznego. Zjawisko @zgkania energii z jednej
postaci drga do innej byto szeroko dyskutowane w pracy [3].

Analiza drga nieliniowych zostata przedstawiona w pracy na klenyzie dynamiki wahadta
sprzystego Rys. 1.

Glownym celem analizy jest rozpoznanie rezonansodsfawowych oraz parametrycznych przy
zastosowaniu metody wielu skal w dziedzinie cz&8uamach pracy zostat opracowany program w
systemie algebry komputerowej i przeksztatcgymbolicznych Mathematica, ktory umaliwia
automatyzacje wielu przeksztahcprzy stosowaniu metody wielu skal.

W okolicach rezonansu parametrycznego zachodzi ighkawprzekazywania energii guizy
postaciami drga Metoda wielu skal umidiwia wykrycie parametréw ukfadu, dla ktérych zaglz
rezonans oraz pozwala na uzyskanie przebiegdw wgabko dla przygtych wspotrzdnych
uogolnionych.

Rys. 1 Wahadto spyzyste.

Istnieja szerokie zastosowania techniczne ukladéw zawieyelh r&nego typu wahadia.
Omowienie takich modeli dynamicznych do eliminakfjan mazna znale¢ w pracach [4,5].

Wszystkie obliczenia prezentowane w pracy, zarowpraeksztalcenia analityczne jak i
numeryczne byly wykonane przy pomocy systemu pzakss symbolicznychMathematica



2. WAHADLO SPREZYSTE
2.1. Réwnania ruchu

Energia kinematyczna i potencjalna badanego uktazlyjmuje post&

T =%m[>‘<2 +(1 + x)zéz] @

V =mg(l + x)1-cosh) +% kx? )
gdziem jest mag wahadta] dtugoscsy, k oznacza sztywr$d sprzyny, g przyspieszenie ziemskiexa
6 s wspoétrzdnymi uogolnionymi przygtymi zgodnie z rysunkiem Rys. 1. Wprowadgaj
bezwymiarowe wspotezine uogdlnione (z tyld l—X:é:i, @=c6 oraz bezwymiarowy czas

tw, =1, oraz przyjmujc rozwinkcia funkcji trygonometrycznych
. 1 3 - 1 2
sindg DH—EH i cosd Dl—Ee

dostaniemy rbwnania ruchu w bezwymiarowej postaci

®)

gdzie

natomiaste <<1, jest tzw. matym parametrem.
W dalszej czsci znak ~ (tylda) nad symbolem zostaje opuszczomghy uproszczenia zapisu.

2.2. Rozwjzanie metogwielu skal [1,2]
Rozwigzanie rowna (3) poszukiwane jest w postaci
x(t;£)= x,(TO,T)+£ x (TO,T1) +O(£?)
4)
6(t;e)=6,(T0,T1)+¢ 6,(T0,T1)+O(?)

gdzieTO=t, natomiasfT1= ¢t jest skal czasu dla proceséw wolnozmiennych.

Wyjsciowy uktad réwna rézniczkowych zwyczajnych przeksztatcony zostanie Kadu rowna
czastkowych z uwagi na konieczftoobliczania pochodnych funkcji ztonych zgodnie z wzorami:
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Podstawienie wzoréw (4) i (5) do (3) i poréwnanispd@itczynnikdw przy jednakowych pgfach
& prowadzi do réwna
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Rozwigzanie rowna (6) mazna przedstawiw postaci
Xo — A(Tl) eiQTO +K(T1) e—iQTO (8)
6, =B(T)e™ +B(TYe™™
Wstawiapc (8) do (7), rownania pierwszegadz przyjmup posta
Xl2 Q X1+ e2lTOBZ BB+ 3e—2lTOBZ +2leITOQQ dA 2ie—iTOQQd_A=O
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W powyzszym zapisie pomigio argumenty funkcji A(TL) i B(T)w celu skrécenia zapisu.
Eliminacja czionéw sekularnych wymaga wyzerowaniasp@éczynnikbw w roéwnaniach (9)
odpowiednio przye'“™® w pierwszym z nich i przye'™ w drugim. Zatem funkcjeA(T1) i B(T1)
musz spetnig zaleznoici
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Uwzgledniajac (10), rozwizania uktadu rowna(9) przyjna postd
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Powyzsze rozwazania pokazwj, ze dla Q=2 zachodzi wewgrzny rezonans w badanym
ukladzie. Jest to zwkane z wystpieniem nowych cztonéw sekularnych w (9) da=2. W celu
zbadania ruchu w obszarze rezonansowym wprowadzosianie do (9) pewien nowy parametr
zgodnie ze wzorem

Eg=Q-2 (12)

Rownania raniczkowe (9) zostaly na tej drodze sprowadzone do:
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Usunkcie czionéw sekularnych wymaga by
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W celu przedstawienia rozgdan (8) w tatwiejszej do interpretacji postaci

x=acos@Qt +a)

(15)
f=bcost + B)

nalezy w (14) dokoné nastpujacych podstawig [2]:

A . Eeia
2 (16)

B - Ee“’
2

Wprowadzone amplitudgti b oraz fazya i S sa funkcjamiTl
Réwnania (14) prowadzpo uwzgédnieniu (16) do wyrzen na pochodne szukanych funkcji

gdzie

da 3
— =—Db?sin
dT1l 8Q )

17
db _2Q-1 80

——=—"absin
dTl 4 )

4B _20-1, o4

daTl 4

y=Tlo+a(T)-28(TD.

Rozwigzanie uktadu powsszych rowna pozwala na uzyskanie informacji o modulacjach atongb!
a(T1) i b(T1) oraz faz odpowiedniar(T1) i B(T1).

3. PRZYKLADY

2.3. Drgania autonomiczne w obszarze rezonansuwwaego

Ukfad (17) zostal rozwzany numerycznie metadRungego-Kutty. Modulacje amplitud i faz w
obszarze rezonansu westiznego przedstawigiwykresy na Rys. 2-5. Parametry peggjdo obliczé
to:Q =2, ¢ = 0.1, natomiast warunki pogtkowe a(0) = 0.1, b(0) =01, a(0) =0, 8(0)= 0
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Na rysunkach Rys. 2 i 3 jest zobrazowany wolnozmyeproces modulacji amplitud zmiennych

uogolnionych, czyli kta wychylenia wahadta

i bezwymiarowego wydtienia spgzyny x. Ksztatt

wykreséw odzwierciedla siin nieliniowos¢ zagadnienia. Modulacje amplitud zachg@dz bardzo
duzym zakresiea[1(002,0.1), natomiastb1(011,022). Wskazuje to na wytma wymian; energii

miedzy postaciami drgauktadu w obszarze

rezonansowym. Modulacje fazdésvniez wyraznie

widoczne, chéich interpretacja nie jest tak czytelna.

Zestawienie przebiegoéw czasowych dla obydwu wspdirgch uogolnionych dla tych samych
parametrow i warunkéw pogtkowych jak wyej, przedstawia Rys. 6. Na podstawie tego wykresu
mozna zauwayé, ze amplituda drg@zmienia st naprzemiennie dla postaéi i x. Swiadczy to, jak
juz wczesniej wspomniano, 0 przekazywaniu energii miedzyitgostaciami.
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Rys. 6 Wychylenia wahadta sgiystego w funkciji czasuQ) = 2,£ = 0.1.

W celu potwierdzenia popraw$m rozwigzania metoa wielu skal, to samo zagadnienie (3) z tymi
samymi parametrami policzone zostatlo numerycznizeli®eg czasowy dla zmiennych i x
uzyskany metogd numerycza Rungego-Kutty przedstawia wykres na Rys. 7. Rteyjwarunki

pocatkowe to 8(0) = 0., % 0)=0,x(0) =

1)
01— (0)=0.
lat()
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Rys. 8 Energia catkowita uktadu. W chwiili

Rys. 7 Przebiegi czasowe wspéddnychxi 6 ;
pocztkowej E=0.0254954.

X, g.

Poréwnanie wykreséw na Rys. 6 i 7 wskazuje nadgodndé wynikoéw uzyskanych obydwiema

metodami.
W celu kontroli poprawngi rozwigzania numerycznego naliczana byta rowreeergia catkowita

badanego ukladu. Bezwymiarowa pdstaatkowitej energii mechanicznej uwzdhiajaca
wczeniejsze oznaczenia dana jest wzorem
_—[x +(1+x)° 92]+(1+x)(1 cose)+ Looy (18)

Catkowita energia mechaniczna w chwili patkowej wynosiE(0)=0.0254954 i na wykresie Rys.
8 wartc¢ ta jest zaznaczona czartinia. Z uwagi ha zachowawczy charakter diganergia powinna
by¢ stata w trakcie ruchu. Jak pokazuje wykres, emetgikowita jest w obliczeniach numerycznych
zachowana z dobrym przybdiniem.

2.3. Drgania swobodne z dala od rezonansu

Przy zatageniu Q # 2 efekt przeptywu energii obserwowany na witiejszych wykresach zanika.
Ponizej przedstawiony jest przebieg czasowy dla obydestari drga & i x dla Q = 2.1 pozostate
parametry gtakie jak poprzednio.
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Rys. 9 Przebieg czasowyQ) = 2.1, Rys. 10 Przebieg czasomyQ) = 2.1,

(zmiennax)
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Na Rys. 9 i 10 parame® przyjmowat warté¢ rézna od rezonansowej jednak bardzo bdiskid
wida¢ pewnry niewielka stosunkowo modulacje amplitud. Oddatagk bardziej odQ =2, w kierunku
wigkszych lub mniejszych waroi, efekt ten zanika catkowicie. Podobnie jak witzej zgodnéc¢
przebiegéw uzyskanych metpdielu skal z wynikiem numerycznym jest bardzo wses¢raznice nie
sa widoczne na wykresach w prezentowanej skali).

2.3. Drgania z wymuszone w obszarach rezonansu

Jako kolejny przyktad rozwany drgania wymuszone. Stabe wymuszenie periodyzstato
wprowadzone do rowma(3) w taki sposéb by oddziatywato beZpednio na wspotgng X, a wic
wzdhz sprezyny wahadta.



X+sz:5(92 —%92j+£f codwt)

§+0=c(x0-2%6)

f jest bezwymiarowamplitudy, a . czgstascia sity wymuszagee;.
Po usunjciu z rowna pierwszego radu cztondéw sekularnych dostajemy rozeanie w postaci

iTOw -iTOw 2 2
xl:fe +e .3 B Q270 4 iB§+3 B _2iT0
2w’ -Q?) 24-Q2 Q? 24-Q?

X :ﬂ ABd@*To 4 —1+20 ABg(-2HTo 4
Q(2+0) Q(-2+Q)
+ —_1+ 2Q B -i(-Q)to _ 1+2Q KEe—i(Qﬂ)TO
Q(-2+0Q) Q(2+0)

Post& powyzszych rozwazan sugerujeze meliwe sa rezonanse:

- gtéwny dla

:Q’

- parametryczny dlf =2.
Przebiegi czasowe dla wybranych wacigparametréw ruchu przedstawiono na Rys. 11-14.

Warunki pocatkowe byly przygte tak jak poprzedni@(0) = O.l% 0) =0, x(0) =
f=1
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Rys. 12 Drgania w rezonansi€Q = « = 05,
rezonans gtowny

Rys. 11 Drgania w rezonanst =w=2,
rezonans parametryczny
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Rys. 14 Drgania w obszarze poza rezonansem,
Q=1a=23

Rys. 13 Drgania w rezonansi€Q = 2, &« =4,
rezonans subharmoniczny

4. WNIOSKI

Wszystkie obliczenia zaréwno doktadne (symbolicZak)i numeryczne, zostaly przeprowadzone
w systemie przeksztattesymbolicznychMathematica W ramach pracy zostat opracowany program
pozwalajcy w duzej mierze zautomatyzowabliczenia dla metody wielu skal.



Wyniki pokazup, ze stosujc meto@ wielu skal w dziedzinie czasu e przeprowadzizaréwno
jakosciowa jak i ilgsciowa analiz drgax nieliniowych uktadéw dynamicznych. Metoda pozwala
rozpozna parametry, dla ktérych wygti rezonans.

Dla ukfadu autonomicznego, rozwanie analityczne pozwolito prawidtowo zidentyfikaiv
rezonans wewgirzny. Przebiegi czasowe wykiene na Rys. 6 potwierdzajzjawisko rezonansu
parametrycznego i zazanego z nim przeptywu energii w uktadzie. Wynikialityczne uzyskane
przyblizona metod, asymptotycza wielu skal zostaly potwierdzone numerycznie (RA)s.

Wybrane przebiegi czasowe dla uktadu nieautonoreigarprzedstawione zostaty na Rys. 11-14.

Podzekowania

Badania zostaty g#ciowo sfinansowane z projektu badawczego 21-250/Z08.
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Summary in English The paper concerns analysis of nonlinear vibratioh smooth
autoparametrical autonomous and non-autonomougrsgsbf two-degree-of-freedom. A multiple
scales method of investigation of small vibratioesapplied to the analysis of resonance and the
obtained results have been confirmed numericallyaljical calculation was made with the use of
Mathematica.




