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1. WPROWADZENIE

Dynamika belki typu Bernoulliego podpartej sprezyscie i wymuszanej harmonicznie i poddane;j
dziataniu uderzenia byta przedmiotem analizy pracy [1], gdzie gléwnie skoncentrowano si¢ na
sporzadzeniu charakterystyk predkosci uderzenia w funkcji czgstosci wymuszenia przy uzyciu metody
elementéw skonczonych. W pracy [2] dokonano badan eksperymentalnych belki z jednym koncem
zamocowanym, a drugim swobodnym poddanego uderzeniu i uzyskane wyniki poréwnano z
wynikami otrzymanymi w oparciu o jednopostaciowa aproksymacj¢ dynamiki belki.

Drgania okresowe belki wymuszanej okresowo jako obiektu o wielu stopniach swobody z
elastyczna bariera w jej srodku byly przedmiotem analizy pracy [3]. Zagadnienie sprowadzono do
analizy problemu brzegowego przy zastosowaniu metody strzelania i aproksymacji belki jako uktadu o
dwdch i czterech stopniach swobody.

Ponadto dynamike regularng i chaotyczng belek podpartych jednostronnie sprezyscie badano
eksperymentalnie i numerycznie w pracy [4].

W celu analizy uderzenia nalezy we wilasciwy sposob dokona¢ modelowania drgan belki, co jest
przedmiotem niniejszej pracy. Zagadnienie uderzenia w taka belke byto rozpatrzone we wczesniejszej
pracy autorow [5].

2. MODEL MATEMATYCZNY

Glownym celem tej pracy jest modelowanie matematyczne drgan belki typu Eulera-Bernoulliego
przy zastosowaniu réznych warunkow brzegowych (rys. 1).
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Rys. 1. Model analizowanej belki
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Wprowadzmy uktad wspotrzednych OXYZ i niech potozenie punktu materialnego belki nalezy do

obszaru Q= {x € [O,a];— h<z< h;—g <y< %} , przy czym powierzchnia $rodkowa belki ulega
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j , gdzie w(x,t) oznacza ugigcie poprzeczne belki, a u(x,t) opisuje
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srodkowej belki pozostaje normalng po odksztalceniu belki i ¢, =¢, —zaa—vzv. Wprowadzone
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zatozenia pozwalaja na wyprowadzenie nastgpujacych rownan ruchu belki
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gdzie E oznacza modul Younga belki, p oznacza jej gesto$¢, &, &, sa wspoiczynnikami
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thumienia, 24 oznacza wysoko$¢ belki, a oznacza jej dtugos¢ i g okre$la jej obcigzenie poprzeczne.
Wprowadzmy nastgpujace parametry bezwymiarowe
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Nowymi bezwymiarowymi parametrami sa (po opuszczeniu kresek): u jest przemieszczeniem
belki wzdtuz kierunku x, w jest ugigciem belki, # oznacza czas, ¢ jest dociazeniem poprzecznym,
& jest wspoélczynnikiem tlumienia, g oznacza przyspieszenie ziemskie, natomiast «,2h sa

wymiarami belki.
Rownania w postaci bezwymiarowej przyjma postac
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oznaczaja operatory nieliniowe.
Z réwnaniem (3) mozna zwiazac nast¢pujace warunki brzegowe:

Problem 1
w(0) = 0: w(l) = 0:24(0) = 0 u(l) = 0: 2" ag(l) ~0; (4)
X
Problem 2
2 2
1(0) = 0: w(l) = 0:2(0) = 0 2(1) = 0:2 W(O) 0 WED - 0; (5)
ox’ Ox
Problem 3
w0)=0; u(0)=0, M, =0; N, =0; 6)
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gdzie N, = _[ 0. dz jestsita wzdluzna,a M, J-O' zdz =
—h
Dodatkowo réwnania (3)-(6) oraz Wprowadzone warunkami brzegowe 1-3 uzupehiono
nastepujacymi warunkami poczatkowymi

oznacza moment sity.
o’



w(x)‘t=0 =0; u(x)‘t=0 =0; W(x)‘t=0 =0; L'l(x)‘t=0 =0. @)

3. METODA ROZNIC SKONCZONYCH

Nieskonczenie wymiarowe zagadnienie (3)-(7) zostalo zredukowane do réwnan rézniczkowych
zwyczajnych przy zastosowaniu metody roéznic skonczonych z aproksymacja O(c2 ) W kazdym wezle
siatki przestrzennej zdefiniowano nastepujacy uktad rownan rézniczkowych
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Zagadnienie powyzsze uzupeliono o nastgpujace warunki brzegowe
(i) problemy 11 2:
wy, =0; w, =0;u, =0;u, =0; ©)]
(ii) problem 3:
wy=0;u,=0;M, =0;N,=0. (10)
Warunki poczatkowe (7) zwiazane z zagadnieniami 1, 2 i 3 sa nastepujace

WO = 05 200X, = 05 (X, ) g = 05 i)y =05 (i=0,...,m). (11)

Roéwnania rozniczkowe zwyczajne rozwiazano przy uzyciu metody Rungego-Kutty czwartego
rzg¢du, a analizowana belka byta wymuszana harmonicznie o postaci

g =qocos(®,t) . (12)

4. WPLYW PARAMETROW ¢, | ¢, NA CHARAKTERYSTYKI CZESTOSCIOWE
Dokonajmy analizy wplywu tlumienia &, na charakterystyki czgstoSciowe belki w funkcji

wzglednej dlugosci belki A = 2ih =50. Zauwazmy, ze kroki przestrzenny C i czasowy At wybierano

przy zachowaniu stabilnos$ci algorytmu numerycznego w oparciu o regule Rungego i w obliczeniach
przyjeto: n =40, c=1/40, At =3.9052-10".

Ponizej dokonamy analizy wplywu parametru &; na zmiany charakterystyk dynamicznych w
funkcji dlugosci belki w przypadku problemow 1 i 3 takich jak: przekroje Poincarégo, portrety
modalne w(w,), przebiegi czasowe (w(t)), widma czestosci i portrety fazowe w(iv).



4.1. Widmo czestosci

W tabeli 1 podano widma czgstosci dla problemu 1 i dla r6znych wspotczynnikow thumienia &,

& =0. Amplitude wymuszenia ¢, dla kazdego &, wypierano poprzez spetnienie warunku

w(0.5)~1.5.

Tabela 1. Widmo czestosci
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Analiza uzyskanych wynikow (tabela 1) wskazuje na zmiang widma czgstosci w funkeji dtugosci
belki w zaleznosci od warto$ci &,. Obnizenie warto$ci &, powoduje obnizenie warto$ci udziatu w

czgsto$ci widma drgan belki i np. dla g, =5 wszystkie punkty belki drgaja z jedna czgstoscia.




Ponadto obnizenie warto$ci &, pociaga za soba koncentracj¢ widma czgstosci (x =0.25, x=0.5,
x=0.75). Dla & =20 liczba wystepujacych czgstosci w srodku belki (x =0.5) jest znacznie
mniejsza niz w jej ¢wiartkach (x =0.25;0.75). W $rodku belki zaobserwowano liniowa kombinacje

(rezonans) czgstoSci @y =w,/6 1 czgstosci ws=2.12 1 o~ 10°°. W punktach x=0.25;0.75
zaobserwowano rezonans pomigdzy pigcioma czestosciami drgan wiasnych belki 1 @, =@, /11.
Wartos¢ czgstosci @, wyraznie zalezy od dtugosci belki: dla x = 0.25 mamy @, =1.76, podczas
gdy dla x =0.75 mamy @, =1.22. Liczba i warto$ci czgstosci dla ¢wiartek belki pokrywaja si¢ dla
& =10. Liczba czgstosci drgan dla x = 0.5 jest mniejsza niz w przypadku x =0.25;0.75. Dla ¢, =5
liczba i wartosci czestosci nie zaleza od dtugosci belki.
4.2. Analiza problemu 3 (A =50)

W tej sekcji zajmiemy sig¢ analiza drgan belki (problem 3) dla ustalonych wartosci &, = 20;10;5;1
przy zmianie parametru &,. W tabeli 2 podano widma czgsto$ci belki dla réznych warto$ci

wspotczynnikdéw ttumienia &, 1 &, .

Tabela 2. Widmo czgstosci (A4 =50).
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Pokrywanie si¢ czgstosci drgan zaobserwowano jedynie dla ¢ =1 i ¢, =0 oraz rezonans
s =w, /2. Ponadto wzrost &, (dla &, =0) i zmniejszenie odlegtosci badanego punktu belki od jej
zamocowania powoduje wzrost liczby czestosci w widmie.

Dla przypadku ¢, =20, &, =0 na swobodnym koficu belki zaobserwowano pojawienie si¢ jedynie
trzech czestosci, ktore sa liniowo zalezne. W punkcie x =0.75 liczba czgstos$ci wzrasta do pieciu. W
srodku belki (x =0.5) mamy juz sze$¢ czestosci, ale liniowo niezaleznych. W przypadku x=0.25
pojawia sig¢ juz 9 czgstosci, ale jedynie z jednym rezonansem. W przypadku & =20 1 &, =0.05
zaobserwowano obnizenie si¢ liczby czgstoSci wzdluz dlugosci belki. Na przyktad dla & =20 i
&, =0.1 zaobserwowano jedynie dwie czg¢stosci dla catego obszaru zmian dlugosci belki, podczas gdy
dla & =20, &, =0 liczba czgstosci zmienia si¢ w przedziale od 9. do 3.

Dla & =10 i & =0 zaobserwowano podobne zjawisko do opisanego dla ¢, =20, &, =0, ale w
tym przypadku liczba pojawiajacych si¢ czgstosci wzrosta. Dla x=0.25 liczba pojawiajacych sig
czestosci jest tak wysoka, ze trudno jest je wyodrebni¢ 1 widmo interpretuje si¢ jako ciagle, co oznacza
pojawienie si¢ dynamiki chaotycznej. Wzrost parametru &, do wartosci 0.05 prowadzi do szybkiego
spadku liczby czestosci w widmie, ale ich rozktad wzdtuz dhugosci belki jest rézny. Przy wartosci
&, =0.1 obserwuje si¢ petne pokrycie czgstosci.

Na przyklad dla & =5 1 ¢, =0 liczba czgstosci i ich wartosci pokrywaja si¢ dla przypadkow
x=0.75 1 x=1, ale dla x =0.5obserwuje si¢ wzrost liczby czgstosci (podobnie jest dla x =0.25).
Podobne obserwacje dotycza parametru ¢,, gdzie pelne pokrywanie si¢ czgstosci obserwuje sig¢ dla
&, =0.07.

Rowniez przedmiotem analizy byla zbiezno$¢ liczby czgstosci w funkcji dlugosci belki dla
wspolczynnika ¢, . O$ pionowa sporzadzonych wykresow odpowiadata dlugosci belki, a 0§ pozioma
okreslata liczbe czgstosci drgan. Liczba 1 odpowiadata swobodnemu brzegowi belki, a liczba 0
odpowiadala jej zamocowanemu brzegowi. Kazdej z pokazanych krzywych przypisano
odpowiadajacy wspotczynnik tlumienia &, .

Na przyktad dla ¢, =0.1 dla wigkszosci analizowanych przypadkéw z wilaczeniem ¢ =20 i
& =10 zaobserwowano pelna zbiezno$¢ liczby czgstosci.

Dla ¢ =11 &, =0 liczba czgstosci wzdluz dlugosci belki jest taka sama.

4.3. Analiza problemu 3 (A =100)

Poprzednio analizowano drgania belki dla 2=50, a w tym punkcie czestos¢ @, =10.2 i dla

A =100 dokonamy analizy wptywu wspotczynnikdéw tlumienia &, &, =0.

Porownujac wyniki zamieszczone w tabeli 2 dla A =501 uzyskane wyniki dla 4 =100 w tym
przypadku liczba pojawiajacych si¢ czestosci w widmie wzrasta ze wzrostem A, ale dynamika
chaotyczna tutaj nie wystepuje.

Zbieznos¢ czgstoscei do jednej obserwuje sig jedynie dla g, =1. Dla & =20 jedynie dwie czgstosci
pojawiaja si¢ na swobodnym koncu belki, podczas gdy w punkcie x =0.75 obserwujemy pojawienie



si¢ juz pigciu czestosci (dla punktow x=0.5 i x=0.25 obserwujemy pojawienie si¢ szesciu
czestoscei), jednak ich wartosci s rézne dla x = 0.5 idla x=0.25.
Liczba czgstosci drgan zalezy od wzglednej dlugosci belki dla ¢ =20, ale jest taka sama dla

A =50;100. Dla & =10 roznica w liczbie czgstosci (dla roznych A) ulega zmniejszeniu. Poczynajac
od wartosci g =5 liczba wystgpujacych czgstosci ulega zmniejszeniu, a ich pelne pokrycie wystgpuje
dla ¢ =1.

4.4. Analiza odksztatcen belki (problem 3)

Wystepujace czestosci drgan belki sg rézne dla 4 =50 i 4 =100, bowiem mamy do czynienia z
roznymi czestosciami wymuszen (@, =5.11 @, =10.2).

Ponadto w przypadku A =50 odnotowano asymetri¢ przebiegu w stosunku do osi OX , podczas
gdy w przypadku A =100 wspomniane wykresy sa symetryczne wzgledem osi OX dla wszystkich
wartosci & (oprocz & =20). Zaobserwowano rowniez bifurkacje zwigzane z podwajaniem okresu

drgan.

5. PODSUMOWANIE

Przeprowadzona analiza wskazuje na istotna rolg¢ wlasciwego procesu identyfikacji
wspotczynnikow ttumienia &, 1 &£, podczas badania dynamik drgan ttumionych podatnych belek.

Bledny wybor wspomnianych wspotczynnikow tlumienia moze wplyna¢ na wybor innego
algorytmu obliczen. Na przyktad w przypadku ¢, >1 1 &, =0 drgania belki moga by¢ traktowane jako
drgania nieliniowe niezaleznych oscylatorow i pojawiajace si¢ widmo czgstosci sklada sig z czgstosci
drgan wspomnianych oscylatorow. W rzeczywisto§ci mamy jednak do czynienia z ukladem
nieliniowych polaczonych ze soba oscylatoréw. Proces modelowania belki jako obiektu podatnego
przy zastosowaniu metody réznic skonczonych prowadzi do analizy uktadu o 40. stopniach swobody,
a wigc zastapienia belki uktadem 40. potaczonych oscylatorow.
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