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1. WPROWADZENIE

Teoria bifurkacji naley wciaz do najprgniej rozwijajacych sie gatezi dynamiki bedac jedpnesmie
tematem szczegotowych rozean analitycznych i numerycznych. Najbardziej podstawovgazaienie
tej teorii skupia sie na badaniu jed@owych zmian zachowania uktadu przy nieznacznie zmjgcyah
sie parametrach wokét wagoi krytycznych. Mana powiedzié, ze fundamentalnym schematem lub te
pewna wariacja procesu dynamicznego jest §akmwve i nieoczekiwane prZgjie rozwiazania z orbity
o okresieT' na orbite o okresi@T. Przyktadowo, niegtadkie aspekty posigp czysto matematycz-
nego wsparte przy tym odpowiednimi procedurami numerygiraawarto w pracach [5, 6]. Analizujac
przeprowadzone rozwzania dotyczace analizy konwertera mocy pradu stategoedo charakter pracy
opisany jest matematycznie przy pomocy funkgji nielinioWwywyzej wspomniany schemat bifurkacii
polegajacy na podwojeniu okresu oscylacji doprowadzizaskakujacej utraty stabilgoi uktadu elek-
tronicznego dziatajacego w bliskim otoczeniu punktu pragfekt tego rodzaju jest niepadany a do-
datkowo zapoczatkowuje lawinowa sekwencje kolejnyobvpojen oscylacji prowadzacych do chaosu.
Powyzszy scenariusz nzoa zatem przewidziew fazie zaistnienia pierwszych podwbjekresu oscyla-
cji i automatycznie powstrzyntgego dalsza propagacje przez niewielka modyfikacjeragyego para-
metru kontrolnego uktadu. Druga z cytowanych prac rowmpiedejmuje analize scenariuszy pojawiania
sie bifurkacji podwojenia okresu oscylacji obserwowadnycobwodzie konwertera mocy pradu statego
pracujacego w trybie ciagtej przewodsm pradu. Sciezka bifurkacji rozwiaza jest w tym przypadku
badana przy zyciu metody balansu harmonicznych, ale doktadny warumekvplajacy na wyznacze-
nie chwili pojawienia sie szeregu bifurkacji podwojenileresu oscylacji zostat podany na podstawie
warunku rozwiazywalngci pary charakterystycznych rowmnalgebraicznych.

Opis r&norodnych bifurkacji stanu pojawiajacych sie w uktduatektrycznych zostat zauwalnie
rozszerzony w pracy [4] na przyktadzie innego typu konwartaocy pradu statego. Podanoyteczna
klasyfikacje gtownych form bifurkacji nmiwych do zaobserwowania w kawatkami-ciagtych uktadach
dynamicznych. W kbcowej czé&ci pracy opisano przebieg przyktadowej aplikacji ekspemtalnej.
Rezultatem wykonanego poréwnania jest dobra zgstlamierzonych oscylacji w uktadzie rzeczywi-
stym z ich odpowiednikiem numerycznym, przy czym obok t@glyych bifurkaciji podwojenia okresu
oscylacji potwierdzono réwnieistnienie bardziej skomplikowanych bifurkacji tygu

W celu zobrazowania mytecznych jak te szkodliwych efektéw istnienia bifurkacji w uktadach dy-
namicznych wykorzystuje sie wiele interesujacych téictamalizy i obserwacji. VBrod nich na uwage
zastuguje widok (podglad) stroboskopowy stosowany tczpezy badaniu stabilrszi przetaczajacych
uktadow elektronicznych i wyznaczaniu odwzordwaktadéw kawatkami ciagtych. W pracy [3] za-
mieszczono szczegétowa analize regut pojawiania sipych bifurkaciji typu granicznego. Zawarto w
nich kilka aplikacji d&wiadczalnych, jak réwniezaproponowano podstawy teoretyczne przydatne do
wyjaSnienia przyczyn powstawania schematow bifurkacji w dwenarowych odwzorowaniach ukta-



dow kawatkami-ciagtych.

Obwody elektroniczne nie sa jedynymi przyktadami uktaddwktorych efekty generowane pod-
czas standardowego trybu pracy sa powodem wystepowauazekiwanych zachowanieregularnych
a w tym prze§c bifurkacyjnych. Zupetnie odmienny charakter przetdicaezna wyr&nic w innych,
nieciagtych ukltadach mechanicznych. Powstaja one redzas sekwencji kolejnych gtizgoéw i utwier-
dzeh ciata (masy) lub zespotu potaczonych ciat (mas) drgajac Jako pewien przyktad niech posju
praca [7], w ktdrej rozpatrzono analize dynamiczna ulitageciagtego o dwéch stopniach swobody z
tarciem. Uklad stanowia dwie potaczone sgy&eie masy drgajace umieszczone na przemieszczajacym
sig ze stala prediszia pasie. Kontakt cierny opisany pewnym modelem tastrdgjacy pomiedzy ide-
alnymi powierzchniami styku mas i pasa jest zrodtem drgamowzbudnych typu utwierdzeniegtiag.
Wystepowanie drgatego typu jest przyczyna pojawiania sie w uktadzie tiaaji nieciagtych o skom-
plikowanej postaci.

2. PODSTAWY TEORETYCZNE
Analizie poddany jest nastepujacy uktad dynamicznysaapy w postaci ogoinej

T = {f(l)(x)v weSlv

f(Q)(x), T € 5o, @

gdziex € R™, natomiast

Si={xeR": H(z) <0},

Sy={zeR": H(x) >0} @

FunkcjaH jest gtadka i posiada w kierunku gradientH,(z) = agf) na granicy nieciagfeci danej

zbiorem

Y={zeR": H(z)=0}, (3)

przy czymf(@ : R" — R™ (dlai = 1, 2) sa funkcjami gtadkimi.

Rozwiazanie og6lne réwnania (1) znajduje sie pradejenieozwiaza ze zbioru utwierdze nale-
zacych doX z rozwiazaniami standardowymi znajdujacymi sie w zhabr pslizgu S; (i = 1,2). W
szczegolnsci rozwiazanie nafmce do zbioru utwierdbemazna oszacow@aprzy wyciu metody Filip-
powa, ktorej schemat pokazano na rysunku 1.

Rysunek 1. Graficzna interpretacja kombinacji wypukiej dwoch wekiaro

Niech zatem

o(z) = (Ho(x), fO (@) (Ho(x), fP (@), (4)



bedzie definicja kontrolnej funkcji przetacdzéprzeskokéw), w ktorej-, -) oznacza iloczyn skalarny
w R™. Zhiér przeciecid. C X jest zdefiniowany nastepujaco:

Ye={zeX: o(x) >0} (5)

Zbior utwierdzé X, stanowi wigec dopetnienie zbioi, w ¥ co pozwala na sformutowanie kolejnego
warunku na istnienie drugiego obszaru zawartedgo postaci

Ys={rzeX: o(r) <0} (6)

W ogoélndsci, orbita réwnania (1) przecind w punktachz € X, podczas gdslizga sie po po-
wierzchniX w kazdym punkcier € ;.

Metoda Filippowa bazuje na tzw. kombinacji wypukigjz) dwéch wektoréws®) zaczepionych
w kazdym nieosobliwym punkcie utwierdzeniac X :

g(x) =MD (@) + (1 - N f@ (), (7)
gdzie

_ (Ha(@).fP @)
(Ho(2), O (x) — [D (@)

Nieosobliwat punktéw utwierdzenia bedzie spetniona tylko wtedy, gdgmownik wyraenia (8)
na\ bedzie rany od zera.

(8)
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Rysunek 2. Widoczny (a) i niewidoczny (b) punkt styczny.

Zbiér punktéw utwierdzenia nmama wyznacz§ rozwiazujac gtadki uktad dynamiczny réownadz-
niczkowych w(n — 1)-wymiarowej dziedzinie zbioris, tj.

z=g(x), z€Xs. 9)
Jezeli jeden z wektorow () znika, to punkt osobliwy réwnania (7) jest nazywany granjea punk-

tem rownowagi. Innymi stowy, obszar graniczny zbioru undiEn jest zi@eniem wszystkich punktow
utwierdzé, granicznych punktéw réwnowagi i punktéw stycznych, wriah jeden z wektoréw )



jest styczny da- a drugi jest niezerowy. Wobec poaszego mana wprowaddi nastepujaca definicje
punktow stycznych

(Hy(zr), f7) = 0. (10)

Analizujac biegnaca trajektorie rozwiazania wym& mazna pewne wisciwasci dotyczace tzw. wi-
doczndci punktéw stycznych. Mamy zaterre punkt styczny jeswidocznyjezeli orbitaz = (V) (x)
startujaca z tego punktu naledo S; dla dostatecznie malych| # 0. Z drugiej strony, ten sam punkt
styczny jeshiewidocznyjezeli wspomniana orbita natg do obszaris, (patrz rysunek 2).

3. UKLAD O JEDNYM STOPNIU SWOBODY Z WYMUSZENIEM HARMONICZNW

Zagadnienie rozpatrywane w niniejszej pracy dotyczy giéwmprowadzenia do analizy bifurka-
cji nieciaglych w uktadzie mechanicznym o jednym stopnioody z wymuszeniem harmonicznym.
Sklada sie on z masy: drgajacej na przemieszczajacym sie ze stata p&mila nieodksztatcalnym
pasie i potaczonej z harmonicznie wymuszana 3pg o sztywnsci opisanej charakterystyka nieli-
niowak(z) zalena od ugieciaz = z; — y. Ugieciez jest mierzone jako inica pomiedzy aktualnym
potozeniemz; masym a przesuniecieny = A sin(wt) drugiego kdica spregyny opisanym funkcja har-
moniczna o statej amplitudzid i czest&ci kotowejw. Pomiedzy masan a nieodksztatcalnym pasem
istnieje suchy kontakt cierny, ktory jest opisany przy pesnfunkcji 7' zaleznej od parametru ksztaftsi

modelu tarcia i predi&ei ruchu wzglednegrs — o) powierzchni tracych rozpatrywanego potaczenia
slizgowego.

-,z +k,z’
Xl

/' y=A sin(ot)

m

T

Rysunek 3. Badany jednowymiarowy uktad z tarciem i wymuszeniem haricorym.
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Opisany wyej uktad pokazano na rysunku 3, natomiast jego dynamikgu@préwnania postaci
1 = w2,
0 , (11)
By = o (=ki(21 —y) + ka1 —y)° +T),
gdzieT jest funkcja tarcia dana wzorem (12) opisujacym zastasry model tarcia (patrz rysunek 4),

_ Bsgn(zz — )

T=—"7—"—. 12
1+ |z2 — «f (12)

Przeksztatcajac réwnanie (11) do postaci (1) oraz uvdrgégac pozostate zatacsci na funkcje
tarciaT i wymuszenie harmoniczng otrzymujemy

Tg, L k223—k1z+L
= f(r) = B R
1 3 _ S
Ta, 5 | koz kiz + J— (13)
y = Asin(wt),

zZ2=T1 Y,



T2+

Rysunek 4. Model tarcia (linia pogrubiona) o charakterystyce opadej.,

gdziex = [z1, zo)T i f = [fW), f(2)}T_
Granica nieciagisci ¥ rozdzielajaca dwa przylegte obszayi S jest tutaj wyraona w nastepujacy
sposbb

Y={reR?: H(x) =29 —a =0}, (14)
gdzie odpowiednio do wcaeiejszych zatbeh H,(z) = [0, 1]7, oraz

Sy ={reR?: H(z) =29 — a < 0},

2 (15)
Sy={r€eR": H(x) =22 —a > 0}.
Kontrolna funkcja przetaczes (x) zdefiniowana wzorem (4) ma poéta
o(2) = 3 (@) ;" (@), (16)

gdzie £ i £{% sa odpowiednio drugimi sktadnikami funkgjiV) i ) pierwszego z réwria(13).

4. SYMULACJA NUMERYCZNA

Przyjmijmy z, = [z,22 = ]’ oraz sprecyzujmy kontrolna funkcje przetabzgl6) na granicy
rozdziatu

0(zq) = % [(kgz?’ — klz)2 — ﬁQ] . a7)

Jesli istnieje pochodna funkcjr(z,, ), to mazliwe jest znalezienie punktéw szczegodlnych tej funkciji
z wykorzystaniem nastepujacych warunkow:

D — do(zay)
W dy (18)
0(2a0) =0
Otrzymujemy zatenge
224
Dao = m20 (3]{22’30 — k‘l)(k‘gzgo — kl) = 0, (19)

stad zbidr pierwiastkéw przy warunkach (18) jest naggpu

k1 | k1 .
;= 4/ —, 1/ — [ =1...5. 2
Zag,i {0, Ty 3k2}’ dla ¢ 5 (20)



Z kolei podstawiajac warszi z,, ; dane zbiorem (20) do rownania (17), a nastepnie rozwigzig
rownanie ze wzgledu nd otrzymuje sie zbior warkei granicznych parametru ksztattu charakterystyki
tarcia:

Iy

Zbior wartdsci (21) sytuuje kontrolna funkcje przetacestrefy utwierdzenia jako styczna (z "podej-
sciemod dotu i z gory) do osi odcietych na wykresie zalisci o (z,, 3) pokazanym na rysunku 5.

Goérny wykres zaznaczony linia przerywana i styczna dmdsietych z "poddjciemz gory pokazuije,
ze przy takim dobrze parametfustrefa utwierdzenia praktycznie nie istnieje, ponizwaertcast funkciji
o(zq) jest wieksza lub réwna zeru (powierzchmia sktada sie tylko z trzech punktow stycznych).
Oznacza toze niemaliwe jest utwierdzenie masy na pasie a rozwiazanie stdodae przechodzace z
obszaruS; do obszarwss i na odwrét dozna jedynie zalamania na strefie rozdziatu.

Zupetnie inna interpretacja dotyczy drugiego z wykresOkgzanych na rysunku 5, ktdry jest styczny
do osiz, z "podegciemdd dotu. W tym przypadku, strefa utwierdzenia jestibarszeroka i rozciaga
sie od lewej do prawej gatezi tego wykresu wspdlnigatach do nieskiicczondci w kierunku wartéci
o(za, ). Rozwiazanie bedzie zatem silnie przyciagane przee wektorowe skierowane w obu obsza-
rachS; i Sy w kierunku granicy nieciagkri strefy rozdziatu. Efektem tego bedzie generacja asaho
typu utwierdzenie-pélizg z duza tendencja do bifurkaciji tych rozwigzav zakresie parametrti < (s 3.

Bi = 10,=£

], da i=1...3. (21)

A A
oz, B) t
|
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i
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Rysunek 5. Punkty styczne (kotka) na przecieciu funkeifz.,, 5) z osiaz, dla 5 = (; (linia kreskowana)
i B = 2,3 (linia ciagta) oraz wykreg(t) przemieszczenia strefy utwierdzenia w czasie.

Nalezy jednoczénie zaznac#y, ze gdyby zmienna byta zmienna stanu, taka jak np. zmienna
opisujaca poteenie masyn znalezione jako rozwiazanie uktadu révindynamicznych (13), to strefa
utwierdzenia (réwnie podzielona na podstrefy dla przypadkow, kietly < 5 < [ 3) bytaby nieru-
choma (co pokazano w pracy [2]) dla jednego, niezmiennegtawe parametrovit, ko, o, 3. Zagad-
nienie podjete w obecnej pracy jest znacznie szerszeadzame jest z zaawansowanymi procedurami
numerycznymi. Powodem tego jest pojawienie sie ruchomggwajacegoobszaru utwierdzenia zmie-
niajacego swoje pokenie w czasie i uzalmionego od punktu przykenia i rodzaju wymuszenia ze-
wnetrznego. Na rysunku 5 wzdhosi czasu narysowano harmoniczna funkcje sinusoidalna obeaauj
sposbb przemieszczania sie obszaru utwierdzenia (ohierY;).

Wprowadzona w réwnaniu (16) kontrolna funkcja przetgica¢r) stanowi iloczyn dwoch sktado-
wych £ i £{2), ktére mana wykorzysta do znalezienia punktow stycznych sktadowytf i £
nalezacych odpowiednio do obszar@y i S, (patrz rownanie (10)).

Jesli w punktach charakterystycznygh caty zbior punktéw stycznych oznaczymy przez = x,,
to na podstawie réwnania (10) dla przykladowego zestawarpetréw 1 = ko =m = 1,a = 1) oraz
Zmieniajacej sie w przedzial%@l, %‘5/3] wartasci parametru bifurkacji3 Sciezki bifurkacji punktow
stycznych przebiegaja w przybéniu w sposéb przedstawiony na rysunku 6.

3
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Rysunek 6. Wykres bifurkacyjny punktéw stycznych w zakresie paramgte {61, %3} .

Zdefiniujmy zbiér punktéw utwierdzenia spetniajacych riamie (9). Wykorzystujac rownanie (7)
maozna zapisa

oo =A [ )

+(1-=X) [ 2(290)2(%) ] ) (22)

Przy wyciu wczéniej wyznaczonych funkcjire, Hy, f4, @ i metody Filippowa wprowadzamy
nastepujaca definicje parametrpatrz rownanie (8)):

\— _(04—562+1)(561(x%—1)(04—:62—1)—5).
20

Podstawiajac\ dane wzorem (23) do réwnania(22) otrzymujemy réwnaniniczkowe opisujace
rozwiazanie nateace do obszaru utwierdzerlia o postaci

&= g(x) = [ o } : (24)

Wektor predkéci ruchuz zaczepiony na wyznaczonym porej odcinku sktada sie tylko z jednej
nieznikajacej skladowej, wektoraz, dlatego masan bedzie w granicach tego przedziatu przemiesz-
cza sie wzdhz osi+z, ptaszczyzny fazowsjry, x2) do momentu osiagnigcia punktu granicznego.

W dalszej czgci zostanie zaprezentowana typowa trajektoria ruchu typuerdzenie-pslizg na
ptaszczyznie fazowejr, z2).

Wykorzystujac metode opisana wépéej pozwalajaca na oszacowanie punktéw stycznych da po
stawie znajomsci funkcji o (z,, ) oraz przyjmujac nastepujacy zestaw parametndow: 0.1, « = 0.4,

(23)

b= ?, ki =k =1, A= 47\/5 sin &, w = 572 wyznaczono dla analizowanego uktadu mecha-
nicznego nastepujacy zbior punktéw stycznych:
2v3 2
T:Tf- :l:cosg,:lzcosg,:lzsin% ) (25)

Punkty charakterystyczne dane zbiorem (25) sa niezwykj¢eazne, gdy umazliwiaja bardzo do-
ktadne obliczenie zaréwno diugoi jak i czasu trwania fazy (faz) utwierdzenia.
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Rysunek 7. Przyktadowa trajektoria ruchu typu utwierdzeniesfiog z podwojeniem okresu drija

Rysunek 7 pokazuje dwa obszary utwierdzenia przez ktéechodzi masa: drgajac na pasie prze-
suwajacym sie ze stala prediaia. Zerwanie przyczepfoi z jednoczesnym Btizgiem na pasie na-
stepuje w widocznych punktach stycznych, po czym rozpoeazie petla rozwiazania standardowego
o kolistym ksztalcie zawartego na przemian w obszacfgorna petla) iS; (dolna petla). Lewa cz¢
zamknietej, dwu-okresowej trajektorii ruchu pokazujeadmunkty przegiecia powstate na granicy roz-
dzialu na powierzchnE.. Ze wzgledu na istniejace state wymuszenie harmoniczawgguzchniaX,
ptynie w kierunku £z, w obrebie dostepnej powierzchhi umazliwiajac powstanie dwéch odseparo-
wanych powierzchni utwierdzenia. Widaatemze powierzchnia ta doznaje bifurkacji globalnej cyklu
Z przecieciem i rozdzieleniem strefy utwierdzenia.

Rysunek 8. llustracja schematu bifurkaciji strefy utwierdzenia w ruahtwierdzenie-pslizg pokazanym na ry-
sunku 7 (rysunki (a-c) ilustruja przebieg kolejnych upmcesh).

W sposéb czysto obrazowy bifurkacje tego typu przedstawvioa rysunku 8. Bifurkacje o podob-
nym charakterze pokazano réwnie pracy [1] podczas numerycznej analizy bifurkacji ptakkjiedno-
parametrowych uktadéw typu Filippowa.

5. WNIOSKI

W pracy przedstawiono numeryczna analize bifurkacjwiazah typu utwierdzenie-palizg obser-
wowanych w dynamice kawatkami ciagtego uktadu dynamigpneZastosowano teorie Filippowa do
analizy fazy utwierdzenia oraz warunkéw jej wystepowanidprowadzongtywajacagranice niecia-
gtoSci, opisano ja funkcja zatea od predksci pasa i uzakmiono od postaci wymuszenia zewnetrznego.
Badany uktad dynamiczny zostat podzielony na dwa podukladgérych rozwiazania ciagte znaleziono
w odpowiadajacych im dwoch przylegtych obszarach roymainej przestrzeni stanu. Rozwiazanie
na zmiennej granicy nieciagioi znaleziono przy zyciu procedury numerycznej poprzez oszacowanie
punktéw nieciagtéci z wysoka doktadrizia.



Sinusoidalna postafunkcji wymuszenia zewnetrznego jednego a&dw sprgyny postizyta do roz-
dzielenia strefy utwierdzenia i spowodowata pojawiengrsichu dwu-okresowego typu utwierdzenie-
poslizg. Wymuszenie takie nzma wiec tak dobig aby maliwe byto "przeniesienie"masy w stan cat-
kowitego pa&lizgu niedopuszczajac przy tym do utwierdzenia, jakwetaki sposéb, aby masa po-
zostawata maliwie jak najdhzej w stanie utwierdzenia z jak najkrotszym czaserslipgu. Tego typu
kontrola bedzie rozwijana na pozniejszym etapie analiayerycznej i eksperymentalnej.

5.1. Podziekowania

Praca byta finansowana gmodkoéw Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Vifgzego w latach 2005-2008
(grant nr 4 TO7A 031 28).
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Summary in EnglishThe work focuses on the numerical analysis of bifurcatidresstick-slip solutions
(termed sliding-standard solution as well) that resultrfra complex dynamics of a piece-wise smooth
dynamical system represented by a block-on-belt model.ahbéysis of sliding solutions and conditions
of their appearance has been carried out with the use opBilipheory. Since a floating discontinuity
boundary is introduced as a function of velocity of the bihig investigated system can be divided into
the two subsystems, which are separately and continuooklgdsin that two adjacent regions. To get an
exact transition between solutions being defined in thog®ms, a numerical procedure with the exact
crossing set detection (with inclusion of detection of p®iging precisely on crossing surface) has been
introduced and implemented, and some bifurcational sch@fgither tangent points and sliding regions
detection have been proposed.




