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1. WSTEP

W pracy dokonano analizy ruchu okresowego ciala umieszczonego na pasie poruszajacym sig ze
stala predkoscia i1 do ktérego zamocowano sprezyne i thumik. Ruch ciata jest ograniczony dwiema
sztywnymi barierami z zadanym luzem. Wykazano, ze w rozpatrywanym uktadzie mozliwe sa cztery
rodzaje ruchow okresowych. Zaktadajac mate nachylenie charakterystyki wspotczynnika tarcia
suchego i wykorzystujac metode¢ matego parametru otrzymano warto$ci wspotczynnika restytucji, dla
ktorych mozliwa jest realizacja wymaganego ruchu okresowego oraz zostaly oszacowane okresy
drgan. Przeprowadzona analiza numeryczna potwierdzita wyniki analizy teoretycznej. Niektore ze
zjawisk zachodzacych w uktadzie byly analizowane na przyklad w pracach [1-3].

2. MATEMATYCZNE SFORMULOWANIE PROBLEMU
2.1. Rownania ruchu uktadu

Analizie poddano matematyczny model uktadu drgajacego przedstawionego na rys. 1. Na pasie
poruszajacym si¢ ze stala predkoscia V' umieszczono cialo o masie m, do ktérego zamocowano
sprezyng o sztywnosci k, i thumik o wspolczynniku oporu lepkiego ¢ . Ruch ciata jest ograniczony
dwiema sztywnymi barierami o wymiarze luzu 2A .

OO

Rysunek 1. Schemat analizowanego uktadu

Roéwnania ruchu uktadu maja postaé

mX +cx+hkyx=f(V,)mg, |[X(0)| <A, X() =V, (1)
X0)=0, |X(|<A,, X(=V, )
X" =—kX", |X(0)|=A,, X X >0, (3)

gdzie: V,.(t)=V — X(t), k jest wspotczynnikiem restytucji, X~ (X ™) oznacza predkosé ciata bez-
posrednio przed (po) uderzeniu, a f(V,) jest wspotczynnikiem tarcia kinetycznego o postaci



Fy—-xV,, 0<V, <V, @
Fy = Vs Vin <V,

min> ” min

SV, =sgn(V,)F (Y,

),F(Vr)={

gdzie Iy, x, Vi, sa wspotczynnikami o warto$ciach statych. Warunki poczatkowe sa nastgpujace

X0)=X°, X(0)=Y". (5)

2.2. Bezwymiarowa postac uktadu rownan

Wprowadzono parametry bezwymiarowe:

’[:—’ :—’x:—, :—,a = , p— s — s — mm’ 6
. ¢ A A, y y o F, L=y o Ho g Mo % (6)

/ F\A kot? ct, F
82“07 a’O :ﬁ’ f():F(V)’ Y= g02x’(’0§= . 32’h :T:_: (7)

; V m m 0

gdzie

=By, =B @®)
gfo t*

W postaci bezwymiarowej rownanie dynamiki uktadu przyjmuje postaé

(1) + 2h¢p(1) + 05(7) = sgn(e; —§)F(9), [o(v)| <1, p(1) % o, ©)
¢(1) =0, [p(v)| <1, G() =, (10)
o =—ki, |o|=1, §7¢>0, (11)
przy warunkach poczatkowych
¢(0)=x, ¢(0)=y, (12)

gdzie
1+eom,, p<omg, 0(2-m9)<o
Y(p)=11+¢, OMy <P< O, . (13)
14+2em, —€@, ®; <Pp<®,(2—1mp)

3. ANALIZA RUCHU OKRESOWEGO

Wykazano, ze w rozpatrywanym uktadzie mozliwe sg cztery rodzaje ruchow okresowych:

(i) z jednym uderzeniem i bez zjawiska skonczonego czasu styku cial;

(i) z jednym uderzeniem i zjawiskiem styku kontaktujacych si¢ ciat;

(iii)z dwoma uderzeniami i bez wspomnianego styku;

(iv) z dwoma uderzeniami i ze zjawiskiem styku ciat o skonczonym czasie jego trwania.

Zaktadamy, ze e <<1, cog <<1, 2h <<1 oraz ny <-1. Ostatni warunek oznacza, ze uklad pracuje
w obszarze predkosci (0 <V <V, ), gdzie wspotczynnik tarcia maleje.

3.1. Ruch okresowy z jednym uderzeniem i bez zjawiska skonczonego czasu styku ciat

Rozpatrzmy ruch okresowy ciata z jednym uderzeniem i bez zjawiska skonczonego czasu styku
cial (przypadek (i), rys. 2). Znajdziemy warto$¢ wspodtczynnika restytucji umozliwiajacego powstanie
takiego ruchu okresowego (trajektoria fazowa AMNA). Wspohrzgdne punktow na rys. 2 sa
nastgpujace: A(x,0), xe(=L1), ML y,), NA,yy)-
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Rysunek 2. Portret fazowy uktadu z jednym uderzeniem i bez zjawiska skoficzonego czasu styku ciat

W celu okreslenia trajektorii fazowej AM musimy rozwiazac nastgpujace zagadnienie Cauchy
®(t) = 1+8¢(1) — 2hp(t) — 0op(t) , P(0) =x, ¢(0)=0, x € (-1,1). (14)

Rozwiazanie begdziemy oznaczaé przez o(t)=¢ 4,(17,x,0), ¢(1)=0wm4,(1,x,0). Trajektoria
fazowa osiagnie punkt M o wspotrzgdnych M (1,y,,) w czasie t,,. W wyniku otrzymujemy
nastepujacy uktad nieliniowych rownan algebraicznych

=040 (T315%,0), Yoy =® 43/ (T 437,%,0), (15)

o niewiadomych T 4, 1 ¥;, -
Dla matych wartosciach parametrow (e <<1, 03% <<l i 2h<<1) i zakladajac cog =0, 2h=¢gy
rozwiazanie zagadnienia Cauchy (14) z doktadnoscia 0(82) ma postac

@ (1,X,0) = x+0.57 + (1/6)° (1 -y )e — (1/24)1° (12x + 1°)8e + o(e?) (16)
® 41y (1, X%,0) =1+0.50* (1 - 3)e — (1/6)1(6x + t%)de + 0(e?) . (17)
Podstawiajac (16) i (17) do (15) utrzymujemy nastepujacy uktad réwnan
1=x+0.5t%, +(1/6)T, (1-1)e—(1/24)t%,, (12x +1%,,)8e + 0(e?) (18)
Var =T +0.5t5, A=1)e—(1/6)T 11, (6x+ 1%, )8e+0(?) . (19)
Rozwiazujac (18) otrzymujemy
T =T = (1/6)T] (1= 0)e = (1/24)1, (57} —12)3e+0(c”), 1, =4/2(1-x) , (20)
a po podstawieniu (20) do (19 ) okreslamy
yu =1+ (/3 A= 0e+ (/8T (tf - 4)de+o(e). 1)
Analogicznag posta¢ przyjma rownania stuzace do wyznaczenia Ty, i Vy:
yy =1+ /31 (1= pe+1/8)r (4-11)8e +o(e?), (22)
Ty =7 +(1/6)tE (1 —y)e — (1/24)t, (577 —12)8e + (7). (23)

Z réwnania yy =—k y,, wyznaczamy wspolczynnik restytucji
kana =1-(2/3)t (1= e +o(e). (24)

Sumujac czasy T, 1 Ty, otrzymujemy okres ruchu w przypadku z jednym uderzeniem i bez
zjawiska skonczonego czasu styku ciat, ktory wynosi



T = 27 — (1/12)7, (511 —12)8e+ 0(e?). (25)

Zauwazmy, ze dla pierwszego przypadku wspohrzgdna y,, <®,. Rownanie (21) prowadzi do
nierownosci x, <x <1, gdzie

xXo(@) =1=(1/2)o; +(1/3)o; (1 - )t + (1/8)o; (of —4)de+0(7) . (26)

3.2. Ruch okresowy z dwoma uderzeniami i bez zjawiska skonczonego czasu styku ciat

Dla przypadku ruchu okresowego z dwoma uderzeniami i bez styku (rys. 3) rowniez wyznaczono
na bazie podobnych rozwazan wspotczynnik restytucji i okres ruchu, ktére wynosza

M(1,yw)

Rysunek 3. Portret fazowy uktadu z dwoma uderzeniem i bez zjawiska skonczonego czasu styku ciat

33
T, -1
kgynpp =1+ —2——(=e+0(e), 1, =4[-2(1+x) , 27)
32+13)
41,1 512 +12)1,1, — (514 + 2812 +32
Taunps = 2(T) = Ty) = —— 5= 22 (I—X)8+( 2 Jut, ~ (50, 2 )88+0(82). (28)
32+13) 121,

3.3. Ruch okresowy z jednym uderzeniem i zjawiskiem styku kontaktujqcych sie ciat
Dla przypadku ruchu okresowego z jednym uderzeniem i zjawiskiem styku kontaktujacych si¢ ciat

(rys. 4) wartosci wspotczynnika restytucji i okresu ruchu wynosza

C(Xe01)  M(1,0,)

0 - A(x, 0)

Rysunek 4. Portret fazowy uktadu z jednym uderzeniem i zjawiskiem styku kontaktujacych sig¢ ciat
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3.4. Ruch okresowy z dwoma uderzeniami i ze zjawiskiem styku ciat o skonczonym czasie jego
trwania

Dla przypadku ruchu okresowego z dwoma uderzeniami i ze zjawiskiem styku cial o skonczonym
czasie jego trwania (rys. 5) rowniez w podobny sposob okreslono wyzej wymienione charakterystyki

b Clxamy)
! S TeM(L,00,)
2 -
_ - TB(1Lye)
14 -
Vd
17
04 Akx,0)
.1 -
D(-1.yp)
.2 -
N(L,yn)
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Rysunek 5. Portret fazowy uktadu z dwoma uderzeniami i ze zjawiskiem styku ciat o skonczonym
czasie jego trwania

Ty —1613 +r§m12(ro +m1)—t§0)12(4+r§)
kgevnps =—+ ) ) (I-pe+
(D] 6(01 (T2(1)1 + 2T0)

1100 (13 +4)
2.2 2
16(t50; +215)

Se+o(e?), (31)

TBCMNDB = (“«'12 —41,0, + 210, + 0312 )/(20)1) +
(1/6) (14 — 81,1, — t200? + 612 — 2007 +8)(1—x)e/(2+12) + (32)
(1/24)(241, + 1073 — 81, — 120, + ®; — 5157, — 6T5m,)de + 0(e”).

Ograniczenie k <1 prowadzi do nieréwnosci x, < x < x,, , gdzie

X (@) = xi (@) +(2/3)0F = HT2 (A=), 19 =2 +y4+ G . (33)
W ogblnym przypadku wspotczynnik restytucji £ ma nastgpujaca postac
kycana> 0<® <2—(4/3)1-7x)e, x <x<x,
kg 0<o,<2—=(4/3)(1-y)e, xo<x<l
kpcamnog»> 2—(A/3)(1-pe<o, <2, x <x<-1
kycamar 2—(43)A-ype<w <2, —1<x<x,
komar 2-@AB3)1-pe<o, <2, x,<x<l
k(x,00) = kpeampg 2 <0y <2+(4/3)1—y)e, x, <x<-1 34)
ko, 2<0; <2+(4/3)(1-y)e, —1<x<x,
kgmar 2<0;<2+(4/3)1-y)e, xy<x<l1
kpcamog» 2+ (4/3)(1—y)e <@, <o, x, <x<X,
kpvnps> 2+ (4/3)(1-y)e<o; <o, x5 <x<-—1




Otrzymane wcze$niej wyniki zostaty przedstawione na rysunkach 61 7.
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Rysunek 6. Obszary parametrow (X, ®,;) zwiazane z ruchem okresowym ukltadu
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Rysunek 7. Wykres zalezno$ci wspolczynnika restytucji k(x,®,) od parametréw z obszaru na rys. 6

Szczegotowa analiza wykazuje, ze funkcja k(x,®;) na swoich granicach przyjmuje wartosci
k(x,0)=10<wm, <2, k(x,,m)=12<o, <0, k(l,0;)=1, a wewnatrz ma minimum

rr[linl]k(x, o) =k(xy, ) =1-(2/3)o;(1-y)e, 0 <o, <2+ (4/3)1 -y, (35)
rFinl]k(x,(ol) =k(-1,0,)=1-(4/3)1-y)e, 2+ (4/3)(1-1)e <o <. (36)

Zapiszemy ta warto$§¢ minimalna w postaci

B {1 — 2/, (1-y1)e, 0< o, <2+(4/3)1-%)e

1-(4/3)A-y)e, 2+@4/3)A-yxe<w <o (37)

min
Zauwazmy, ze dla dowolnego  k* e(k,;,,l) istnicja dwie wartosci x;, X,
(k(x)',0,) = k(x;,0,) =k"). Bedziemy zaklada¢, ze

X <X <XpXg<Xy<l dla O<w; <2, (38)
Xy <X <XpyXg <Xy <1 dla 2<w; <2+(4/3)1-y)e, (39)
X <x<-L-l<xi<l dla 2-(4/3)1-y)e<w <. (40)

Mozna tatwo wykazaé, ze orbita okresowa odpowiadajaca x; (opadajacy obszar funkcji k(x)) jest
stateczna, a orbita odpowiadajaca x, (wzrastajacy obszar wspdtczynnika k(x)) niestateczna.
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Rysunek 8. Graficzne rozwiazanie rownania k(x,m;)=k"

W ogolnym przypadku okres ruchu 1,4 moze by¢ przedstawiony w nastepujacej postaci

Tyemna> 0<0; <2—(4/3)1-y)e, x <x<x
T, 0<o; <2—(4/3)1-y)e, x5 <x<I
Teemnogs 2—(4/3)(1—pe<w; <2, x <x<-1
Tacmna> 2—(43)A=-ype<w <2, —1<x<x,
Tomas 2—@3)A-pe<m; <2, x;<x<1
Tperiod (6:®1) = 1 Tpcampp» 2 <0 <2+ (4/3)1—x)e, x; <x<-1 1)
Tacund> 2<0<2+(4/3)A-y)e, —1<x<x,
Tana>  2<0; <2+ (4/3)A-y)e, xp<x<l
Tpemnop» 2+ (4/3)(1—p)e <o) <0, x, <x<x,
Taanpgs 2+ (4/3)A—y)e <o <o, xy <x<-1
Tama> 2+@3)A-pe<w <o, —1<x<1

Wyniki oszacowania okresu ruchu przedstawiono rowniez na rys. 9.

i e,

._—c

Rysunek 9. Wykres zaleznosci okresu ruchu Tpeioq(X,®;) od parametrow z obszaru na rys. 6

W celu potwierdzenia warunkéw powstania drgan okresowych i weryfikacji oszacowanych
okresow na drodze analitycznej przeprowadzono analiz¢ numeryczna. Do obliczen przyjeto
nastgpujace wartosci parametrow: €=0.1, o, =1.6, =2, 0)3 =0.2. Wzor (37) daje wartosc¢
ki, =0.89. Bierzemy warto$¢ k*=0.93 (k" e(k,,,1)), wtedy uktad ma dwie orbity okresowe
odpowiadajace dwom wartoéciom x; =—0.33 (orbita stabilna, przypadek (ii)) i x; =0.44 (orbita
niestabilna, przypadek (i) - patrz rysunki 8, 4 i 2).
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Rysunek 10. Trajektoria fazowa ruchu ciata dla r6znych warto$ci parametru x

Krzywe 1 1 2 daza do orbity okresowej stabilnej, a krzywa 3 dazy do punktu rownowagi (1,0).
Krzywa przerywana odpowiada orbicie okresowej niestabilnej (rys. 10), a krzywa 1 - x=-0.9
(0<x<x ), krzywa2 - x=0 (x <x<x,),orazkrzywa 3 - x=0.7 (x; <x<1).

4. WNIOSKI

W pracy okreslono strukturg ptaszczyzny fazowej uktadu rownan (9)-(11) w oparciu o analityczna
metode przyblizona. Zakladajac male nachylenie charakterystyki wspolczynnika tarcia suchego i
wykorzystujac metode matego parametru otrzymano warto$ci wspdlczynnika restytucji przy
uderzeniu, dla ktorych mozliwy ruch okresowy w analizowanym uktadzie. Pokazano, ze w
rozpatrywanym uktadzie mozliwe jest powstanie czterech typéw ruchow okresowych, a ponadto
analityczni oszacowano ich okresy. Przeprowadzona analiza numeryczna potwierdza wyniki analizy
teoretycznej. Dla dowolnej wartosci wspotczynnika restytucji k* € (k,;.,1) na plaszczyznie fazowe;
mamy dwie orbity okresowe (stabilng i niestabilna). Zwiekszenie parametru k* od k... do 1
prowadzi do zwigkszenia wymiaru orbity stabilnej i zmniejszenia obszaru zajmowanego przez orbite
niestabilna. Przy k" =1 niestabilna orbita przechodzi w punkt réwnowagi(l,0). Zmniejszenie
parametru k* prowadzi do zbliZenia orbit stabilnej i niestabilnej. Przy k" =k,;,, z dwoch
wymienionych wczesniej orbit powstaje jedna orbita na wpot stabilna, i warto$¢ k... jest wartoscia

min
bifurkacyjna. Ponadto, dla wartosci k < k,;, ruch okresowy w analizowanym uktadzie nie nastgpuje.

min
Podziekowania

Prace wykonano w ramach realizacji projektu badawczego nr 4 TO7C 044 29 finansowanego ze
srodkéw na nauke Ministerstwa Edukacji 1 Nauki w latach 2005-2008.
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Summary We have studied periodic motion of a one-degree-of-freedom mechanical system lying
on a belt moving with constant speed. The system dynamics is bounded by two rigid limiters with a
given gap. We have analytically predicted four different types of vibro-impact periodic dynamics of
the studied system and also we have estimated their periods. The carried out analytical predictions has
been successively verified by numerical simulations.



	Politechnika Łódzka, Katedra Automatyki i Biomechaniki
	1.   WSTĘP
	2.   MATEMATYCZNE SFORMUŁOWANIE PROBLEMU
	2.1.   Równania ruchu układu
	Rysunek 1. Schemat analizowanego układu
	, , , (1)
	, , , (2)
	, , , (3)
	, . (4)
	, . (5)

	2.2.   Bezwymiarowa postać układu równań
	, , , , , , , , (6)
	, , , , , , (7)
	, . (8)
	, , , (9)
	, , , (10)
	, , , (11)
	, , (12)
	. (13)


	3.   ANALIZA RUCHU OKRESOWEGO
	3.1.   Ruch okresowy z jednym uderzeniem i bez zjawiska skoń
	Rysunek 2. Portret fazowy układu z jednym uderzeniem i bez z
	, , , . (14)
	, , (15)
	, (16)
	. (17)
	, (18)
	. (19)
	, , (20)
	. (21)
	, (22)
	. (23)
	. (24)
	. (25)
	. (26)

	3.2.   Ruch okresowy z dwoma uderzeniami i bez zjawiska skoń
	Rysunek 3. Portret fazowy układu z dwoma uderzeniem i bez zj
	, , (27)
	. (28)

	3.3.   Ruch okresowy z jednym uderzeniem i zjawiskiem styku 
	, (29)
	. (30)

	3.4.   Ruch okresowy z dwoma uderzeniami i ze zjawiskiem sty
	Rysunek 5. Portret fazowy układu z dwoma uderzeniami i ze zj
	, (31)
	(32)
	, . (33)
	Rysunek 6. Obszary parametrów  związane z ruchem okresowym u
	Rysunek 7. Wykres zależności współczynnika restytucji  od pa
	, , (35)
	, . (36)
	. (37)
	dla   , (38)
	dla   , (39)
	dla   . (40)
	Rysunek 8. Graficzne rozwiązanie równania
	Rysunek 9. Wykres zależności okresu ruchu  od parametrów z o
	Rysunek 10. Trajektoria fazowa ruchu ciała dla różnych warto


	4.   WNIOSKI
	Podziękowania
	Bibliografia


