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1. Wprowadzenie

Pojedyncze wahadlo jako zrédio wielu fundamentalnych zjawisk dynamiki jest od
poczatku historii mechaniki przedmiotem zainteresowania badaczy. W szczegdlnosci
pojedyncze wahadto liniowo tlumione i wymuszane harmonicznie moze przedstawiac
takie klasyczne zjawiska dynamiki nieliniowej jak: zachowania regularne i nieregularne,
bifurkacje klasyczne (bifurkacje siodlowo-wezlowa, zlamania symetrii, podwojenia
okresu), wspolistniejace atraktory i wiele innych.

Z drugiej strony wiele rzeczywistych ukladéw fizycznych moze byc modelowanych
ukladami o kilku stopniach swobody. Ponadto nie wszystkie klasyczne zjawiska
dynamiki nieliniowej sa obecne w pojedynczym, liniowo tlumionym i wzbudzanym
harmonicznie wahadle. Dlatego w mechanice jak réwniez w fizyce obserwuje si¢ ostatnio
préby badania ukladéw polaczonych ze soba wahadet [6,7].

Daje si¢ réwniez zauwazyC¢ ostatnio wzrost zainteresowania badaniami
eksperymentalnymi zaréwno pojedynczego wahadla, jak i ukladéw polaczonych wahadet.
O ile pojedyncze, jak i podwdjne wahadlo w réznych postaciach jest dosé czesto
przedmiotem analiz do$wiadczalnych [3,4,2], to potréjne wahadio raczej rzadko
wystepuje w literaturze jako obiekt badan eksperymentalnych. Na przykiad w pracy [8]
opisano doswiadczalne badanie potréjnego wahadla wzbudzanego poziomym ruchem
ramy, na ktérej bylo ono zawieszone. Przedstawiono tam kilka przykladéw rozwiazan
nieregularnych.

W obecnej pracy przedstawiono badania doswiadczalne i numeryczne potréjnego
wahadla fizycznego, w ktérym pierwsze wahadio jest wymuszane zewnetrznym
momentem w postaci prostokatnej funkcji czasu. Model matematyczny opisujacy obiekt
byl wczesniej wykorzystany w pracach [5,1].
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2. Stanowisko doswiadczalne

Stanowisko do§wiadczalne potréjnego wahadla (rysunek 1) sktada si¢ z nastepujacych
poduktadéw: wahadta, ukfadu napedowego i uktadu pomiarowego.

Wahadlo skfada si¢ ze statywu i zawieszonych na nim trzech potaczonych wahadet
zregulowanymi dlugosciami i dotaczalnymi masami regulacyjnymi. Sita zewngtrzna
dziatajaca na pierwsze wahadlo jest uzyskana przy uzyciu silnika pradu stalego wlasnej
konstrukcji z komutacja optyczna. Napigcie doprowadzone do cewek silnika jest
sterowane przy uzyciu specjalnego uktadu cyfrowego wlasnej konstrukcji, pozwalajacego
uzyska¢ symetryczne wymuszenie prostokatne o wymaganej czg¢stosci i amplitudzie.
Pomiar polozefi katowych wahadet odbywa si¢ przy uzyciu przetwornikéw katowych
Vishay. Do gromadzenia i prezentacji wynikOw pomiar6w przy uzyciu komputera
wykorzystane zostato srodowisko LabView.

3. Modelowanie matematyczne

Rysunek 2 przedstawia wyidealizowana koncepcj¢ opisu fizycznego uktadu
rzeczywistego przedstawionego na rysunku 1. Matematyczny opis tego ukiadu pochodzi
ze wspomnianych wcze$niejszych prac [5,1], w ktérych zostaly podane réwnania
dynamiki potrjnego wahadla fizycznego w postaci bezwymiarowej. Uklad jest
ideali2acja, gdyz zaklada on ze wahadla sa uktadem ptaskim, poruszaja si¢ w prézni,
polaczone sa weztami obrotowymi z ttumieniem wiskotycznym bez luzéw. Srodek masy
kazdego wahadta lezy na linii 1aczacej wezly obrotowe i jedna z gléwnych osi
centralnych (z.;) kazdego wahadta jest prostopadia do ptaszczyzny ruchu.

Rys. 1. Stanowisko doswiadczalne. Rys. 2. Model potréjnego wahadta fizycznego.
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Rdéwnania ruchu wahadta sa nastepujace:

M(w) ¥+ N(y)y? +Cy+p(v)=f, (1) €8]
gdzie:
B, Npc, Nios [0 Npys,  Nigsis
M(y)=|Npc, B,  Nycyl|, N(W)=|-Nps, 0 Nyssy |
Nisci3 Nyeys B, __N13s13 —Npsy 0 ]
) 2)
ate, ¢ 0 Ms, fa (t) '//12
C=| -, c¢+¢ —G, ‘p(\y)= M,s,e, f£,(5)= 0 }, ¥’ =y5¢,
0 -G G M,s, 0 '//32

icy=cos(¥- ¥, s;= sin(¥- ). Wektor parametrow wahadia jest nastepujacy:

p=[Bl,B2,B3,N12,N13,N23,M1,M2,M3,cl,cz,c3] 3
gdzie:
Bl=Jz1+el2ml+112(m2+”’3)’ Bz=Jzz+322mz+122”’3’ Bs=Jz3+332”’3’ Ny, =mye,l, + myll,
Ny=mel, Ny=mel,, M, =mge+(my+m)gl, M,=mge,+mgl,, M,=mge,

Nalezy zauwazy¢, ze parametry wymuszenia zewngtrznego (g,@) sa podane osobno.
Powyzej m; i J,; oznaczaja odpowiednio mase i masowy moment bezwladnosci
wzgledem osi z,; i-tego wahadla.

Nastgpnie parametry modelu sa oszacowane na podstawie badan eksperymentalnych,
poprzez szukanie minimum globalnego funkcji-kryterium dopasowania modelu i obiektu
rzeczywistego. Przez dopasowanie to rozumiemy dopasowanie odpowiednich sygnatéw
wyjsciowych yi(t) z modelu catkowanego numerycznie i z uktadu rzeczywistego, przy
tych samych sygnatach wejsciowych (wymuszeniach zewnetrznych) i tych samych
warunkach poczatkowych. Jako funkcje-kryterium przyjgto sume kwadratéw odchytek
pomiedzy odpowiednimi prébkami sygnaléw wyjSciowych z modelu i ukiadu
rzeczywistego. Minimum poszukiwano wykorzystujac metode losowego ,strzelania”
wokot biezacej warto$ci parametréw. Metoda wymaga podania punktu startowego.

Do estymacji parametréw uzyto trzech réznych serii do§wiadczalnych dla trzech
roznych czestotliwo$ci wymuszenia f = 0.3, 045 i 0.6 Hz (f =2n/w) oraz przy
amplitudzie wymuszenia g = 2 Nm. Otrzymano nastepujacy zbidr parametréw:

B;=0.1885kgm’ B,=0.1602kgm’, B;=0.01675kgm’, N;;=0.1262 kgm?,
Ni3=0.02116 kgm?, Np3=0.02736 kgm®, M;=9.796 kgm%s*, M,=7.198 kgm¥s?,
M;=1.158 kgm%s®, ¢;=0.06825 kgm”s, c,=0.02216 kgm%s, ¢3=0.00184 )
kgm7s.

Nalezy zauwazy¢, ze znalezione parametry sa optymalne (przy zalozeniu, Ze

znaleziono rzeczywiscie minimum globalne) w sensie dopasowania sygnalow

wyjéciowych modelu i ukladu rzeczywistego, a nie w sensie najlepszej aproksymaciji
rzeczywistych parametréow fizycznych wahadta. W tym kontekscie, raczej sztuczne
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wartoéci wspdtczynnikéw tlumienia nie stanowia duzego problemu, jesli model speinia
swoja role polegajaca na przewidywaniu zachowania odpowiedzi ukladu rzeczywistego.

4. Wyniki badan

Dwa wykresy bifurkacyjne modelu matematycznego z parametrami (5) i dlag =2 Nm
zostaly natozone na siebie na rysunku 3. Jeden z nich jest wykonany przy rosnacej,
a drugi przy malejacej czgstotliwosci f wymuszenia (odpowiednio czarne i szare linie); f
jest parametrem bifurkacyjnym. Widoczny jest na wykresie obszar nieregularnego
zachowania si¢ modelu matematycznego dla fe(0.700, 0.768) Hz. Badania
eksperymentalne potwierdzaja istnienie tego okna dla fe (0.692, 0.774) Hz.

Rysunek 4 pokazuje przykladowe rozwiazania nieregularne dla f = 0.73 Hz uzyskane
z eksperymentu i numerycznie. Najpierw wzigto rozwiazanie doswiadczalne z zerowych
warunkéw poczatkowych i pokazano na rysunku po odrzuceniu ruchu przej$ciowego.
Nastepnie odpowiednie rozwiazanie zostalo uzyskane z modelu matematycznego dla
warunkéw poczatkowych w chwili ¢t = 183 s wzigtych z rozwiazania do$wiadczalnego.
Dzigki temu obserwujemy na wykresie szybkie oddalanie si¢ od siebie obu rozwiazan
wskutek wrazliwo§ci na warunki poczatkowe. Oba rozwiazania, doswiadczalne
i numeryczne sa nieregularne, z pelnymi obrotami wykonywanymi przez wszystkie trzy
wahadla w nieprzewidywalnych chwilach. Chaotyczna natura atraktora numerycznego
zostala potwierdzona przez nastepujace widmo wykladnikéw Lapunowa: 4,;=3.5, =14,
=02, A=0, 1=—0.7, A=2.2, l=—4.1.

Na rysunku 5 przedstawiono przykiadowe rozwiazania okresowe dla f = 0.81 Hz
uzyskane z eksperymentu i z modelu z zerowych warunkéw poczatkowych. Widoczna
jest raczej dobra zgodnos$¢ obu rozwiazan, z tym ze uklad rzeczywisty wykazuje pewna
asymetri¢ rozwiazania

Wyniki przedstawione w tym punkcie pokazuja, ze model matematyczny wahadia (1-
4) z parametrami (5) zachowuje si¢ podobnie do ukladu rzeczywistego zaréwno pod
wzgledem ilosciowym jak i jakoSciowym.
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Rys. 3. Wykres bifurkacyjny.
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Rys. 5. Odpowiedz okresowa modelu i uktadu rzeczywistego dla f= 0.81 Hz.

5. Wnioski
Jak wynika z zastosowanej metody, parametry modelu nie sa optymalne w sensie
aproksymacji rzeczywistych wielkosci fizycznych wystepujacych na stanowisku
do$wiadczalnym. Parametry te sa optymalne w sensie dopasowania sygnatéw
wyjsciowych modelu i ukladu rzeczywistego przy tych samych sygnatach wejsciowych
ze model

iwarunkach poczatkowych. Z tego punktu widzenia, duzo wazniejsze niz raczej
wspolczynnikéw tlumienia, jest to,

nienaturalne uzyskane wartosci
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matematyczny z parametrami (5) moze stuzy¢ jako skuteczne narzedzie przewidywania
zachowania si¢ ukfadu rzeczywistego. Model moze by¢ wykorzystany do szybkiego
znajdywania interesujacych zjawisk dynamiki nieliniowej i obszaréw, gdzie nalezy ich
szuka¢ w ukiadzie rzeczywistym. Moze on shuzy¢ réwniez do ich wyjasnienia.

Pewne réznice jakie wystepuja pomigedzy wynikami uzyskanymi dos$wiadczalnie
i numerycznie moga mie¢ dwa zrédla. Po pierwsze, model matematyczny moze nie by¢
wystarczajaco zlozony, aby odpowiednio dokiadnie opisa¢ zjawiska zachodzace
w ukladzie rzeczywistym. Dotyczy to szczegélnie tlumienia w weztach wahadla, gdzie
moga zachodzi¢ zjawiska bardziej zlozone niz tlumienie liniowe. Po drugie, metoda
znajdywania minimum globalnego funkcji wielu zmiennych nie zapewnia, ze znalezione
minimum nie jest minimum lokalnym.
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