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WYZNACZENIE UGIEC POLPRZESTRZENI SPREZYSTEJ
POCHODZACYCH OD OBCIAZEN UDAROWYCH

1. Wstep

Do prawidtowego utrzymania drég niezbgdna jest informacja o no$nosci istniejacych nawierzchni. W tym
celu czesto wykorzystywane sa pomiary ugieé, ktore jako dane wejsciowe w modelach obliczeniowych stuza
do oceny no$nosci konstrukcji. Stosuje si¢ r6zne metody pomiarow ugieé, ktore zaliczane sa do grupy tzw.
badan nieniszczacych NDT (Non Destructive Testing). Wykorzystywane w tych metodach urzadzenia stuza
dla pomiarow ugie¢ od obciazen udarowych — FWD (Falling Weight Deflectometer) lub pomiarow
propagacji fali — SPA (Seismic Pavement Analizer).

Ugieciomierze udarowe to w ostatnich latach urzadzenia najczegSciej stosowane w ocenie nosnosci
nawierzchni. Aparaty wykorzystywane sa w pomiarach na réznych typach nawierzchni, najczesciej drog i
lotnisk oraz do oceny duzych powierzchni przemystowych. Urzadzenia te mozna podzieli¢ na dwie grupy:
FWD - symulujace nacisk do P =120 kNi stosowane gtownie na drogach oraz HWD (Heavy Weight

Deflectometer) (,,nieco” cigzsza odmiana zwyktych ugigciomierzy, symulujace nacisk nawet do P =250 kN
[3]). Te ostatnie w praktyce stosowane sg jedynie do oceny nawierzchni lotnisk.
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Rys.1. Schemat pracy ugigciomierza udarowego [5]

FWD wywoluje obciazenie przez zrzucenie cig¢zaru na uklad tlumiacy zamontowany na ptlycie
naciskowej. Elementy systemu takie jak cigzar, uktad thumiacy oraz wysokos¢ zrzutu moga by¢ kazdorazowo
zmieniane w celu uzyskania zatozonego obcigzenia. Wartosci ugie¢ mierzone sa przez czujniki w centrum
obcigzenia oraz w kilku ustalonych od punktu obciazenia odlegto$ciach. Normalnie rejestrowane sa podczas
pomiaréw jedynie maksymalne warto$ci obciazen i ugieé. Opcjonalnie mozna roOwniez rejestrowaé przebiegi
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obciazen 1 ugie¢ w czasie, co jest wykorzystywane w procesie kalibracji urzadzen jak rowniez w nowo
powstajacych metodach analizy.

W zalezno$ci od typu nawierzchni przyjetych w metodach projektowania lub dla celow badawczych
stosowane sa rozne wielkosci obcigzen. Dla drog najczesciej symulowane jest obciazenie o wartosci
50+5 kN, co odpowiada naciskowi kota blizniaczego osi 100 kN .

Aby w odpowiedni sposob opisac czasze ugie¢ aparat powinien by¢ wyposazony w odpowiednia liczbe
czujnikéw. Typowy uklad z szescioma czujnikami przedstawia si¢ nastgpujaco: r, =0, =03, r, =0.6,
=09, r,=1.51r,=1.8 m od punktu obciazenia. Rozmieszczenie czujnikéw zalezy od sztywnosci calej

konstrukcji.

Plyta naciskowa stuzy do przekazania impulsu obciazenia na nawierzchni¢. W zalezno$ci od typu
nawierzchni, przyjetych metod projektowania lub dla celow badawczych stosowane sa plyty rozniace sig
budowa i wielkoscia. Do pomiaru ugi¢¢ nawierzchni asfaltowych wykorzystuje si¢ ptyty stalowe o $rednicy
1y =0.3m z poduszka gumowa, ktora stosowana jest w celu zapewnienia dobrego kontaktu plyty z

nawierzchnia.

Ugieciomierz FWD jest jednym z tych urzadzen, ktére pozwalaja inzynierowi opisa¢ i zrozumied
strukturalne zachowanie nawierzchni. Wyniki pomiaré6w musza by¢ tak przetworzone, aby mogly by¢
wykorzystane w procesie oceny stanu nawierzchni.

Dla analizy otrzymanych pomiaréw potrzeba mie¢ teoretyczne rozwiazanie zagadnienia. Praca stanowi
pierwszy krok do obliczen ugigé¢ poélprzestrzeni ztozonych z réznych warstw sprezystych wywotanych
obcigzeniami udarowymi.

Poprzez poréwnanie otrzymanych pomiaréw 1 obliczen teoretycznych mozna wyznaczy¢ fizyko-
mechaniczne parametry nawierzchni warstwowych.

W pracy rozpatrzono klasyczne osiowo-symetryczne zagadnienie typu Lamba po zadziataniu udaru w
postaci wymuszenia impulsowego w plaszczyznie ograniczajacej pOlprzestrzen sprezysta o rozktadzie
powierzchniowym na obszarze kotowym podobnym do analizowanego przez Hertza. Rozwigzanie
klasycznego zagadnienia Lamba mozna znalez¢ w pracach [1,4]. W celu wyznaczenia przemieszczen i
naprezen w wyzej wspomnianym zagadnieniu osiowo-symetrycznym postuzono si¢ transformacja catkowa
Hankela i Laplace’a. Odwrotne transformaty Hankela i Laplace’a uzyskano na drodze obliczen
numerycznych [2]. Pokazano zachowanie si¢ przemieszczenia pionowego w czasie w roznych punktach
powierzchni sprezyste;.

2. Matematyczne sformulowanie problemu

Niech w plaszczyznie z =0 ograniczajacej poOlprzestrzen sprezysta dziata osiowo-symetryczne
obcigzenie w postaci udaru typu wymuszenia impulsowego skierowanego w kierunku osi z . Obciazenie to
wywoluje w poOlprzestrzeni stan napr¢zenia i odksztalcenia, powstaja fale podluznie (dylatacyjne),
poprzeczne (dystorsyjne) i powierzchniowe (typu Rayleigha).

Zagadnienie sprowadza si¢ do rozwiazania liniowych réwnan ruchu we wspotrzednych walcowych o
postaci [6]
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gdzie A, ¢ sa statymi Lamégo, p oznacza gesto$é, u(r,z,t), w(r,z,t) sa sktadowymi przemieszczenia

odpowiednio w kierunkach r i z, o O,., Ogp sa skladowymi normalnymi naprezenia we

rro
wspotrzegdnych walcowych, a o, jest sktadowa styczng naprezenia we wspoirzednych walcowych.
Bedziemy zaktadaé, ze zmiana funkcji f(¢) w czasie jest typu impulsowego

f@) = Atexp(~vy)H(©) , f(5)= [ f(O)e *"ds = 4] (s +v,)" ,
0

gdzie A=vie, max f(£)=f(tpax) =15 tmax =1/Vy, oraz H()=1,¢t>0; H(t)=0,7<0, a zmiana
te(0,0)

obciazenia na powierzchni ma nastgpujaca postacé
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3. Rozwigzanie zagadnienia

Dokonajmy transformacji catkowej Laplace’a i Hankela rownan (1) i (2) przy uwzglednieniu
jednorodnych warunkéw poczatkowych (4). Otrzymujemy liniowe réwnania rozniczkowe ze wzgladu na
zmienna z . Rozwiazanie tego ukladu rownan zalezy od czterech niewiadomych, ktore wyznaczamy
wykorzystujac cztery warunki brzegowe (3). Stosujac odwrotna transformacj¢ Laplace’a i Hankela, i
wprowadzajac nowe zmienne catkowania (7 > (), otrzymujemy przemieszczenie pionowe:
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4. Analiza numeryczna
Biorac pod uwage potozenia punktow osobliwych funkcji podcatkowej (punkty rozgalgzienia
+ix, £i(c;/c,)x ibieguny +i(cg/c,)x, kontur catkowania w odwrotnym przeksztatceniu Laplace’a AB

zostal zamieniony konturem CDEF ztozonym z przedziatow DE ,CD i EF (patrz rysunek 2), co jest
zgodne z twierdzeniem catkowym Cauchy’ego.

Na przyktad
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gdzie: W, jest catka obliczona wzdluz odcinka DE , W, jest catka obliczona wzdluz odcinka CD,
natomiast ¥, jest catkq obliczona wzdtuz odcinka EF .

Uwzgledniajac wlasno$¢ transformaty W(y) funkcji W(z), tj. W(y) =W () (kreska oznacza
liczbg sprzezona), catki moga by¢ przedstawione w nastepujacej postaci
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Rozpatrzony zostat przypadek gruntu o parametrach: ¢, =800 m/s, ¢, =320 m/s, p=1600 kg/ m?
(parametry Lamego A =0.7GPa, u=0.16GPa, wspolczynnik Poissona v =0.4). Predkos¢ fali Rayleigha
cg =300m/s . Ponadto przyjgto, ze r, =0.3 m, P=50 kN, v, =5000 s!. Na rysunku 3 zostata pokazana

zmiana w czasie normalnego napr¢zenia o ,,(0,0,7) w $rodku obszaru obcigzenia.
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Rys.2. Kontur calkowania odwrotnego przeksztalcenia Laplace’a
i osobliwosci funkcji podcatkowych

Parametry wystepujace w rownaniach (7), (8) przyjeto nastgpujace: ¢, = 5/ t, B=xc [cy, +5/t.
Przeprowadzono analiz¢ numeryczna przeksztatcenia odwrotnego Hankela i Laplace’a z uwzglednieniem (7)
1 (8). Wyniki obliczen przedstawiono na rys. 3 i rys. 4.

Na rys. 3 przedstawiono zalezno$¢ bezwymiarowego przemieszczenia w kierunku osi z na powierzchni
potprzestrzeni w $rodku obszaru obcigzenia 7, =0 od czasu. Najwigksza warto$¢ przemieszczenie osiaga
pPIzy tp. =0.76 ms.

Wyniki obliczen podano na rysunku 4 dla réznych punktow obserwacji. Krzywa 1 odpowiada
przemieszczeniu punktow powierzchni polprzestrzeni sprezystej na granicy # =0.3 m okrggu obciazenia o
promieniu 7, gdy dziala obciazenie udarowe w postaci wymuszenia impulsowego. Najwicksza wartos¢
przemieszczenie osiaga przy f,,, =1.34 ms. Krzywa 2 (7, =0.6 m) odpowiada przypadkowi, gdy
obserwowany punkt znajduje si¢ w odlegtosci dwoch promieni. Najwigksza warto$¢ przemieszczenie osiaga
przy t... =2.52 ms. Krzywa 3 (73 =0.9 m) odpowiada przypadkowi, gdy punkt obserwowany znajduje sig

w odlegltosci trzech promieni. Najwigksza warto$¢ przemieszczenie osiaga przy f,., =3.6 ms. Krzywa 4

max



(r, =1.5 m) odpowiada przypadkowi, gdy punkt obserwowany znajduje si¢ w odleglosci pig¢ promieni
(tpax =5.65 ms). Krzywa 5 (75 =1.8 m ) odpowiada przypadkowi, gdy punkt obserwowany znajduje si¢ w
=6.66 ms).
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Rys. 3. Zalezno$¢ przemieszczenia w(0,0,¢) i normalnego naprgzenia o, (0,0,7)
w kierunku osi z na powierzchni potprzestrzeni od czasu (w $rodku obszaru obciazenia)
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Rys. 4. Zalezno$¢ przemieszczenia w kierunku osi z na powierzchni potprzestrzeni od czasu
w roznych punktach obserwacji. Krzywe 1: r=r;2: r=r;3: r=r;4: r=r;5 r=rs

Podczas dzialania rozpatrzonego obciazenia mamy do czynienia z nastgpujacym zjawiskiem. Na
przyktad, niech punkt obserwacji znajduje si¢ w odlegtosci 5 metrow (rysunek 5). Zaburzenia nie wystgpuja

do chwili czasowej tg) =(r5—r*)/cl. W chwili tf,l) do punktu obserwacji dociera fala dylatacyjna,
poruszajaca si¢ z predkoScia ¢;. Od tej chwili zacznie zmienia¢ si¢ przemieszczenie. Chwila tf,z) =75 / q
odpowiada przyjsciu fali dylatacyjnej od srodku obszaru obciazenia, natomiast chwila tc(f) =(rs +1;)/c1
odpowiada przyjéciu fali dylatacyjnej od najdalej potozonego punktu obszaru obciazenia. W chwili
tél) =(rs—1,)/c, do punktu obserwacji dochodzi fala dystorsyjna, poruszajaca si¢ z predkoscia c¢,. W

chwili t,(;) =(rs—r) / cz do punktu obserwacji dociera fala powierzchniowa typu Rayleigha, poruszajaca sig¢
z predkoscia c; =300 m/s.
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Rys. 5. Zaleznos¢ przemieszczenia w kierunku osi z na powierzchni polprzestrzeni od czasu
w punkcie obserwacji r =rs .

Dla zaburzenia zmieniajacego wolno (na przyktad przy v, =10 s czas osiagni¢cia najwigkszej wartosci

zaburzenia jest rowny ¢, = 0.1s) moze by¢ wykorzystane rozwiazanie quasi-statyczne o postaci

W(r0.1) = £ (0w, (r.0). edzie w,,(,0) =~ ; - (cl/c E [ 2o (o).
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Dla rozpatrywanego obcigzenia czasza ugigcia w,,(7,0) zostala przedstawiona na rysunku 6.
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Rys. 6. Zalezno$¢ przemieszczenia w kierunku osi z od promienia na powierzchni potprzestrzeni (czasza ugigcia)

5. Whniosek

Przeprowadzona analiza numeryczna prowadzi do wniosku, ze dla rozpatrywanego zaburzenia w skutek
interferencji r6éznych fal na odleglo$ci szeSciu promieni przemieszczenie w czasie posiada dwa ujemne
maksima i jedno maksimum dodatnie. Pierwsze maksimum zwiazane jest z interferencja fal dylatacyjnych,
podczas gdy dodatnie maksimum generujg wszystkie z wymienionych fal, a w tym i fala typu Rayleigha.
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