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ZASADA SAINT-VENANTA W ZAGADNIENIACH ELASTOKINETYKI
PODCZAS UDARU NA POLPRZESTRZEN SPREZYSTA

Stowa kluczowe: zagadnienie Lamba, zasada Saint-Venanta, fala Rayleigha.

Streszczenie: W pracy rozpatrzono kiasyczne osiowosymetryczne zagadnienie Lamba po
zadzialaniv udaru w postaci wymuszenia skokowego w plaszezyinie ograniczajgcej
pilprzestrzen sprezysta o romym rozkladzie powierzchniowym na obszarze kolowym, W
eelu wyznaczenia przemieszezen i naprezen w wyzej wspomnianym zagadnienin osiowo-
symetrycznym posluzono sig transformacjg catkowa Hankela i Laplace’a Odwrotne trans-
formaty Hankela i Laplace’a uzyskano na drodze obliczef numerycznych. Pokazano, ze w
pewnych odleglosciach od obszaru zaburzeni odksztalcenia i naprezenia wywolane wyzej
wspomnianymi i réznymi rozkladami obcigzenia w plaszczyinie ograniczajgce) polprzest-
rzeh spreZysta roznia si¢ nieznacznie po czasie przejécia powierzchniowej fali Rayleigha.

1. WSTEP

W zagadnieniach elastostatyki zasada de Saint-Venanta sprowadza si¢ do nastepujacego
zagadnienia: je$li uklad sit dzialajacy na mala czeéé powierzehni ciala spreZystego zastapié
innym, ale statycynie réwnowaznym ukladem sil dziatajacym na tg sama cze$é powierzchni,
to ta zmiana rozkiadu obeigzenia powoduje tylko lokalnie istotne zmiany w naprezeniach oraz
Jjej wplyw jest znikomy na odksztalcenie i naprezenie w odleglosciach duzych w poréwnaniu
z liniowymj rozmiarami powierzchni, na ktdrej zostal zmieniony rozklad sit [1,2]. Pojawia sig
nasigpujace pytanie: czy mona w zagadnieniach elastokinetyld podczas udarowego
obciazenia wykorzystywad zasadg de Saint-Venanta, i jesli tak to kiedy? Na tego typu pytenia
autorzy tej pracy formulujg odpowied?, i w tym celu rozpatrzono klasyczne zagadnienie
Lamba

2, MA.TEMATYCZN'E SFORMULOWANIE PROBLEMU

Niech w plaszezyinie z=0 ograniczajacej pélprzestrzen sprorysty dziala osiowo-
symetryczne obeigzenie w postaci udaru typu wymuszenia skokowego skierowanego w
kierunku osi z. Obciazenic to wywoluje w polprzestrzeni stan napreZenia i odksztalcenia,
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powstajy fale podiuzmie (dylatacyjne), poprzeczne (dystorsyjne) i powierzchniowe (typu
Rayleigha).

Zagadnienie sprowadza si¢ do rozwiq;za.nia liniowych réwnan ruchu we wspdirzednych
walcowych o postaci
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gdzie 1, u sa stalymi Lamégo, p oznacza ggstosé, u(r,z),w(r,z) sa sktadowymi
przemieszczenia odpowiednio w kierunkach r i z, o, o5, O 54 skladowymi
normalnymi napr¢2enia we wspélrzednych walcowych, o, jest sktadows styczng naprezenia
we wspolrzednych walcowych, oraz H(f)=1, 1 >0; H($)=0,1<0.
Bedziemy zakladad, 2 zmiana funkeji f(f) w czasie jest typu skokowego
| fO=HO, F(=8HO]=Ys,
a zmiana obciazenia na powierzchni ma nastqpujch postaé
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Bedziemy u.ldadaé réwnie2, 2e promien obszaru obclqzema rp moke sie Zmieniaé i nawet
dazy¢ do zera (sila skupiona), ale zawsze zachodzi relacja

lim0 Z(r)w = P, ransformacja catkowa Hankela dia sity skupionej Z (k)= —
m+ '
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3. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

Dokonajmy transformacji calkowej Laplace’s i Hankela réwnat (1) i (2) przy
uwzglednieniu jednorodnych wamnkbw poczatkowych (4). Otrzymujemy liniowe ‘réwnanja
rémiczkowe ze wzgladu na zrmennq z . Rozwigzanie tego ukladu réwnan zalezy od czterech
niewiadomych, kiére wyznaczamy wykorzystumc cztery warunki brzegowe (3). Stosujge
odwrotng transformacje Laplace’a i Hankela, i wprowadzajac nowe zmienne catkowania
r >0, otrzymujemy:
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4. ANALIZA NUMERYCZNA

Biorac pod uwagg polozenia punktéw osobliwych funkcji podcalkowych (punkty
rozgelezienia 1ix, ti(e/c;)x 1 bieguny ti(cg/c,)x, kontur catkowania w odwrotnym
przeksztaleeniu Laplace’a AB zostal zamieniony konturem CDEF zZozonym z przedziatow
DE,CD i EF (patrz rysunck 1), co jest zgodne z twierdzeniem catkowym Cauchy’ego.

Imy B

< ifex
Re
o +J’
9-i%ex
a

A
t]
U -




Rys.1. Kontur catkowania odwromego przeksztalcenia Laplace’a
i osobliwoscei funkcji podeatkowych
Na przyklad

cp+io
[forerdy =g+, 45, ©)
Lo—K0
gdzie: J, jest catka obliczong wzdhuz odcinka DE, J, jest catka obliczong wzdhuz odeinka
CD , natomiast J; jest catka obliczong wzdhu odcinka EF .
Uwzgledniajac whasnosé transformaty 7(y) funkcji f(z), . f(3)=7(5) (kreska -
oznacza liczbe sprzezona), catki mogg byé przedstawione w nastepujacej postaci
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W celu por6wnania wynikéw obliczef ze znanym w literaturze rozwiazaniem zagadnienia
Lamba [2, 3] rozpatrzony zostal przypadek, gdy uz=A (wspdlczynnik Poissona v =0.25).
Parametry wystepujace w  rownaniach (7),(8) przyjeto nastepujace:  cp=5/f,
B=xc fe,+5/t =y3x+5/t. Przeprowadzono analiz¢ numeryczna przeksztalcenia
odwrotnego Hankela i Laplace’a z uwzglednieniem (7) i (8). Wyniki obliczefi przedstawiono
na rysunkach 24,
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Rys. 2. Zaleimo$é przemieszczenia w kierunku
promieniowym na powierzchni polprzestrzeni
od bezwymiarowego czasu dla réznych wartosci
promienia #, charakteryzujacego obszar obcigzenia.

Na rys. 2 przedstawiono zalednodé bezwymiarowego przemieszezenin w  kiemmku
promicniowym na powierzchni pélprzestrzeni od czasu bezwymiarowego. Wyniki obliczen
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podano dla rézoych wartoici bezwymiarowego parametru p=r/r, lub promienia r,

charakteryzujacego obszar obeigrenia. Krzywa przerywana odpowiada przemieszczeniu
punktéw powicrzchni pélprzestrzeni sprezystej, gdy dziala obciazemie udarowe w postaci
wymuszenia skokowego typu sily skupionej (7/r, = ). Wyniki te przedstawiono w pracach

[3, 4), i pokrywaja si¢ one z wynikami uzyskanymi w naszej pracy. Krzywe ciagle
przedstawiajg wyniki obliczen osiowego przemieszezenia punkiéw powierzchni, gdy dziata
obcigZenie rozlozone réwnomicmne na calej powierzchai okrggu o promieniu . Krzywa 1
{ p=r/r, =16) odpowiada przypadkowi, gdy obserwowany punkt znajduje si¢ w odleglosci
szesnastu promieni. Krzywa 2 (p=r/r,=8) odpowiada przypadkowi, gdy punkt
obserwowany znajduje si¢ w odleglosci oémiu promieni. Krzywa 3 { p =r/r, =4) odpowiada
przypadkowi, gdy punkt obserwowany mmajduje si¢ w odleglosci czterech promieni. Podczas
dziatania sily skupionej mamy do czynienia z nast¢pujacym zjawiskiem. Niech punkt
obserwacji znajduje sie w odleglosei » metréw. Zaburzenia nie wystgpuja do chwili czasowej
re. EV chwili r/c, (bezwymiarowy czas 7=c,(r/c;)/r =¢;/c; =/3/3=0.577) do punkiu
obserwacji dociera fala dylatacyjna, poruszajaca si¢ z predkoscia ¢. W chwili r/c,
{(bezwymiarowy czas 7 =¢,(r/c,)/r=1) do punktu obserwacji dochodzi fala dystorsyjna,
poruszajaca sie z predkoscia c;. W chwili r/cy  (bezwymiarowy czas
t=cy(rlcg)/r =¢;fcp =3/ (cy (W2 -2/3)) = 1/0.919~1.088) do punktu obserwacii
dochodzi fala powierzchniows typu Rayleighs, poruszajaca si¢ z predkodei cz =0.919¢,.
Analiza teoretyczna [3, 4] i numeryczna zagadnienia pokazuje, ze wskutek dzialania sily
skupionej z predkoteis fali Reyleigha pojawia sig zaburzenie osobliwe.
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Rys. 3. Zalezno$l przemieszczenia w Kierunku
osi z na powierzchni pdiprzestrzeni od
czasu bezwymiarowego dla réznych wartosci
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promienia r; charakteryzujacego obszar obcigzenia.

Jesli mamy do czynienia z obcigzeniem roziozonym réwnomiernie na calej powierzchni
okregu o promieniu r, (krzywa 3, rfry=4) to daje sig zaobserwowaé si¢ nastepujace
zawisko. Niech punkt obserwacji znajduje si¢ w odleglodci r metréw. Do.chwili czasu
{r—ry)/e, zaburzenia w ogéle nie wystepuja. W chwili czasowej (7 —r)/c; (bezwymiarowy
s 1=cy(r—r) ) r=(-ry[r )e; fe; = (3/4)43/3=3/40.433) przechodzi faia
dylatacyjna, poruszajaca si¢ z predkoscia ¢). W chwili czasowej (r—ny)/c, (bezwymiarowy
czas T=Cy((r—ry) e ) r =1-ryfr =3/4) przechodzi fala dystorsyjna, poruszajaca sig z
predkoscia e, W chwili  czasowej . (r—r)/ep  (bezwymiarowy  czas
t=cy((r —rp) e Mr =0.75¢, feg = 63 /(c,(N2 - 2/v/3)) % 0.75/0.919~ 0.816)  przechodzi
fala powierzchniowa typu Rayleigha, poruszajaca si¢ z predkoscia ¢z =0.919¢,. W chwili
czasowej  (r+ry)fcy  (bezwymiarowy czas  r=cy((r+r)/cg)/r=125¢,/cg =
1.25¢;/(c;(+2 - 2/4/3)) 2 1.25/0.919 ~1.36 ) przechodzi ostatnie zaburzenie pochodzace od
najbardziej odleglego punkiu obszaru zaburzonej powierzehni, i poruszajace sig z predkodeia
cp =0.919¢, . Po tej chwili czasowej mozna przyjeé, Ze przemieszezenia od rozpatrywanych
zaburzen r6zng sig nieznacznie i z uptywem czasu daza do wartosci ustalonej. .

- Narys. 3 podano zalezno$é bezwymiarowego przemieszczenia pionowego na powierzchni
pdlprzestrzeni od czasu bezwymiarowego. Wyniki podano dla réznych wartosci parametru
bezwymiarowego o =r/ry lub promienia #, charakteryzujacego obszar obcigzenia. Krzywa
przerywana odpowiada przemieszezeniu punktow powierzchni polprzestrzeni sprezystej,
podczas dziatania obcigzenia udarowego w postaci wymuszenia skokowego typu sily
skupionej (#/ry =co). Wyniki te podano w pracach [3, 4] i pokrywaja si¢ one z wynikami
paszych obliczen. Krzywe ciagie przedstawiajg wyniki obliczei pionowego przemieszczenia
punktéw powierzchni, gdy dziala obcigzenie roziozone réwnomierne na calej powierzchni
okregu o promieniu r,. Krzywa 1 (p=r/r,=16) odpowiada przypadkowi, gdy
obserwowany punkt znajduje si¢ w odleglosci szesnastu promieni. Krzywa 2 (p=rfr; =8)
odpowiada przypadkowi, gdy punkt obserwowany znajduje sic w odleglosci osmiu promieni.
Krzywa 3 (p=r/r, =4) odpowiada przypadkowi, gdy punkt obserwowany znajduje si¢ w
odlegiosci czterech promieni. Podczas dzialania zaburzenia obraz zjawiska jest taki sam jak i
w przypadku opisanym wczeéniej.

Na rys. 4 podano zaleznosé bezwymiarowego naprezenia promieniowego na powierzchni
pilprzestrzeni od czasu bezwymiarowego. Wyniki podano dla roéimych wartodci
bezwymiarowego parametru p=r/r, lub promienia ry charakteryzujacego obszar
obciazenia.
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Rys. 4. Zalezno$¢ normalnego naprezenia w kierunku
promicniowym na powierzchni polprzestrzeni
od bezwymiarowego czasu dla réznych wartosci
promienia r, charakteryzujacego obszar obciazenia.

Krzywe ciggle przedstawiajg wyniki obliczen promieniowego naprezenia w punktach
powierzchni pod dziataniem obcigZenia rozlozonego réwnomierne na calej powierzehni
okregu o promieniu r,. Krzywa 1 (p=rfr,=16) odpowiada przypadkowi, gdy punkt
obserwowany znajduje si¢ w odleglodci szesnastu promieni. Krzywa 2 (p=r/r,=8)
odpowiada przypadkowi, gdy obserwowany punkt znajduje si¢ w odleglosci odmiu promieni.
Krzywa 3 (p=r/r, =4) odpowiada przypadkowi, gdy punkt obserwowany znajduje sig w
odleglodci czterech promieni. Podczas dzialapia zaburzenia mamy do czynieniu z tym samym
obrazem w punkcie obserwacyjoym.

 Przeprowadzona analiza numeryczna prowadzi do wniosku, 2¢ w odleglodci trzech
promieni od $rodku obszaru zaburzenia odkszialcenia i naprgtenia wywolane wyzej
wspomnianymi i réznymi rozkladami obcigzenia w plaszczyinie ograniczajacej polprzestrzen
sprexysty réznia sie nieznacznie po czasie przejécia powierzchniowej fali Rayleigha i moima
wykorzystywaé analityczne rozwiazanie zagadnienia Lamba.

5. WNIOSEK
Zasada Saint-Venanta moze by¢ wykorzystana w zagadnieniach elastokinetyki po uptywie

czasu t=Ilfey, gdzie I omacza odleglode od najbardziej odleglego punktu obszaru
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zaburzonej powierzchni, cp jest predkoseia fali Rayleigha oraz gdy nie pojawiajq sig fale
odbite.
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TI-E SAINT-VENANT PRINCIPLE APPLIED TO ELASTOKINETIC PROBLEMS
OF AN IMPACT ACTING OF ELASTIC HALF SPACE

Summary: A classical axially symmetrical Lamb’s problem is considered. A unit jump
impact applied to a bounded plane of the half space with different force distribution on a
circled area is analyzed. First, the Hankel and Laplace integral transformations are used to
define the being sought displacements and stresses. The inversed transformations are
found using numerical calculations. It is shown that the deformations and stresses differ
insignificantly in certain distances from the impact source.
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