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Streszczenie

W pracy przy wykorzystaniu metody Mielnikowa okre$lono zbiér parametréw krytycznych przejscia
od ruchu okresowego do chaotycznego w ukladzie oscylatora Duffinga z tarciem suchym. Rezultaty
otrzymane za pomoca wspomnianej wyzej metody zostaly zweryfikowane przy pomocy symulacji
numerycznej z wykorzystaniem pakietu MATLAB-SIMULINK. Opracowano schematy blokowe
pozwalajace na otrzymanie odwzorowania Poincarego dla ukladow nieautonomicznych, ktére jest
jednym z podstawowych narzedzi stuzacych do wykrywania ruchéw chaotycznych. Podczas analizy
scenariusza przejécia do ruchu chaotycznego wykryto, ze dla malych wartosci sity (wspélczynnika)
tarcia i amplitudy wymuszenia, ich stosunek na granicy pojawienia si¢ chaosu homoklinicznego jest
warto$cia stala, niezalezna od wartosci parametréw uktadu.

Stowa kluczowe: dynamika nieliniowa, chaos homokliniczny, mapy Poincarego, symulacje
numeryczne, MATLAB-SIMULINK, metoda Mielnikowa.
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1. Wstep

Powszechnie wiadomo, ze tarcie powoduje
opory ruchu i straty energii w ukladach
dynamicznych. Problematyka modelowania
tarcia i jego wplywu na zachowanie ukladéw
dynamicznych od dawna przyciaga uwage
wielu badaczy [1-10]. Obecnie mozna
wyréinic dwa  trendy zwigzane @z
modelowaniem zjawisk tarcia. Jeden z nich
dotyczy przyjecia prostych  zaleznosci
funkcyjnych w oparciu o model Coulomba,
natomiast drugi jest bardziej subtelny i
uwzglednia  mikroksztalty  powierzchni
tracych si¢ cial, a nawet geometri¢ ulozenia
atoméw. Ostatnio obserwuje si¢ koncentracjg
badan na  dokladnym  modelowaniu
normalnych i stycznych odksztalcen ciat
bioracych udzial w procesie tarcia, poprzez
tworzenie odpowiednich zwigzkow
konstytutywnych [11, 12].

Z drugiej strony w literaturze daje sig
zauwazyé znaczny wzrost prac dotyczacych
ruchow chaotycznych w uktadach
dynamicznych [13-16]. Sposréd tych prac
mozna wyodrgbni¢ podzbiér zwigzany z
analiza ruchéw chaotycznych w uktadach
mechanicznych z tarciem [17-20].
Wspomniane wyzej prace koncentruja si¢ na
wykrywaniu i analizie ruchéw chaotycznych
przy uzyciu metod numerycznych. W
odréznieniu od nich w tej pracy pokazano, ze
stosujac analityczng metode Mielnikowa [11,
12] mozna okreslic zbidér parametréw
krytycznych  analizowanego  oscylatora
Duffinga z tarciem suchym, w okolicach
ktérych pojawia sig¢ ruch chaotyczny. Analize
chaosu przeprowadzono przy uzyciu pakietu
MATLAB-Simulink.

2. Badany uklad

Model fizyczny wymuszanego harmonicznie
oscylatora Duffinga z dyssypacja energii w
postaci tarcia suchego zostal przedstawiony
na rys. 1. Jego ruch jest opisany réwnaniem
rozniczkowym drugiego rzedu
2
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przy czym m oznacza masg, ktéra posiada jeden
stopien swobody wzdluz wspélrzednej z.
Wspétczynniki a, b > 0 charakteryzujg element
sprezysty, natomiast 7 oznacza sil¢ tarcia. Caly
uktad jest wymuszany sila harmoniczng o
amplitudzie I" i czgstosci w.
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Rys. 1. Model fizyczny oscylatora Duffinga
z tarciem suchym.

Zatozono, ze wielkos¢ amplitudy wymuszenia
oraz sily tarcia sa niewielkie. Dla uwidocznienia
tego faktu w réwnaniu ruchu wprowadzony
zostal w sposob formalny matly parametr £2 0.
Réwnanie (1) mozna zapisaé w postaci
bezwymiarowej

¥—px+x’ =gycost—edsignk  (2)

po przyjeciu oznaczen: x:—I-JEz, t=wr,
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Uklad réwnan (3) dla &=0 posiada
Hamiltonian okreslony wzorem
1 4
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Dla x>0 mamy trzy polozenia réwnowagi
(trzy punkty stale): dwa stabilne o
wspdirzednych fazowych (t \/;,0) oraz jeden
niestabilny w poczatku ukiadu wspdlrzgdnych z
orbita homokliniczng bedaca rozwigzaniem
réwnania
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dana w postaci parametrycznej za pomoca
WZOrow

xo(t) = £4/2u sech\/;t
vo(t) = pv/2sech [t tanhyfut

Funkcja Mielnikowa [11, 12] dla ukladu (3)
opisana jest zaleznoscia

(6)
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Wykorzystujac ~ zalezno$¢ Vv, signv, =
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drugie rownanie (6) w (7) otrzymujemy
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, podstawienie 7=t-f, oraz
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Druga catka z uwagi na nieparzystoéé funkcji
sec h@ftanh J;r jest rowna

ad

yﬁé _ﬂsec h‘/;rtanh J;_lr|dr =

—a

= Zyﬁéfsec h\/;’l' tanh J;rdr =

Yy

Pierwsza calka moze byé obliczona za
pomoca residuéw i wynosi

o

J{sech iz anh Juzsin e = f-;sech[-’éj

-

Stad ostatecznie otrzymujemy
M(t) = ny 21 sech(%) sint, +26\2p (9)

Funkcja Mielnikowa posiada jednokrotne
pierwiastki, gdy spelniony jest warunek

20
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dla dowolnego 1> 0. Po przeksztalceniu (10)
otrzymujemy fundamentalny rezultat tej pracy

2
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Otrzymana liczba jest wartoscia
charakterystyczng dla rozpatrywanego ukiadu
(przy zalozeniu niewielkiej wartosci sity tarcia
oraz amplitudy wymuszenia) niezalezna od
parametréw opisujacych ukiad.

3. Schematy blokowe

Na rys. 2 przedstawiony zostal schemat blokowy
rozpatrywanego ukladu zbudowany przy
pomocy pakietu MATLAB-SIMULINK for
Windows firmy MathWorks. Inc.
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Rys. 2. Schemat blokowy analizowanego ukiadu.

Do jego budowy zostaly uzyte migdzy innymi

nastepujace standardowe bloki:

1. ,,Signal Generator” realizujacy wymuszenie
w postaci sinusoidalnie zmiennej fali o
zadanej amplitudzie i czgstosci;

2. ,,Duffing” reprezentujacy
restytucyjny o sztywnosci Duffinga;

3. XY Gtaph”, ktéry pozwala na monitoring i
zapis dwuwymiarowego portretu fazowego
odpowiadajacego ruchowi rozpatrywanego
oscylatora;

4. ,Integrator”, na wyjsciu ktérego jest
generowany  sygnal otrzymany przez
scalkowanie sygnatu wejsciowego. Stuzy on
w tym przypadku dwukrotnie: do obliczenia
predkosci na podstawie znanego przebiegu
przyspieszenia oraz uzyskania
przemieszczenia na podstawie predkosci;

5. ,Friction” realizujacy zarys charakterystyki
tarcia;

6. ,Sumator” pozwalajacy na obliczenie sumy
dwu lub wigkszej liczby sygnalow

oraz blok nie wchodzacy w sklad pakietu

MATLAB-SIMULINK:

element
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~Mapa Pioncarego” pozwalajacy na
otrzymanie mapy Pioncarego dla ukladéw
nieautonomicznych, ktora jest obrazem
stroboskopowym wykresu fazowego w
chwilach wzajemnie oddalonych o okres
wymuszenia. Tego  rodzaju  mapy
pozwalaja na stwierdzenie wystgpowanie
ruchu  nieregularnego  (chaotycznego)
analogicznie  jak  tradycyjne = mapy
Pioncarego, lecz sq znacznie prostsze do
realizacji komputerowe;. Schemat
blokowy takiej mapy zostal przedstawiony
na rys. 3. Posiada on jedno wejscie ,,in_17,
na ktére jest podawany  sygnal
analizowanego przebiegu w czasie. Blok
,Phase” pozwala na okre§lenie momentu w
wymiarze czasowym, Ww ktorym jest
sporzadzana mapa. Podanie wartosci ,,t0”
umozliwia okreslenie okresu
przejSciowego, po ktéorym rozpoczgte
zostanie rysowanie mapy Poincarego.
Wielkos¢  ,omega” jest czgstoscia

wymuszenia przylozonego do ukladu.
Zastosowanie  bloku ,Hit Crossing”
pozwala na zwigkszenie dokladnosci
obliczen poprzez dodatkowe automatyczne
sterowanie wielko$cig kroku obliczen w
newralgicznych punktach obliczen.

Rys. 3. Blok ,,Mapa Pioncarego”.

Caty uklad jest pofaczony zgodnie z zasadami
pakietu MATLAB-SIMULINK, co pozwala
na symulacjg komputerowg  ruchu
rozpatrywanego ukfadu. Jako wyniki obliczen
otrzymujemy wykresy fazowe oraz mapy
Poincarego.

4. Symulacje numeryczne

W celu weryfikacji otrzymanych rezultatow
przeprowadzone zostaly symulacje
komputerowe z wykorzystaniem pakKietu
MATLAB-SIMULINK  dla  wybranych
warto$ci parametrow. Podstawiajac dowolna
warto$¢ u>0 oraz 6=02 do (10)
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otrzymamy warto$¢ graniczng y, ~ 0319,

powyzej ktorej rozpatrywany uklad wykazuje
dynamike chaotyczng. Przykladowe trajekrorie
na plaszczyZnie fazowej oraz odpowiadajace im
mapy Poincarego  ilustrujace = powyzsze
zaleznosci przedstawiono na rys. 4 oraz rys. 5.
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Rys. 4. Trajektoria fazowa oraz mapa Poincarego dla
5-:0.2, ﬂ:] i }'g >y=0_3.
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Rys. 5. Trajektoria fazowa oraz mapa Poincarego dla
6=02, u=1i 7, <y =033.

Zgodnie z warunkiem (10) ponizej wartosci
granicznej amplitudy y, ukiad porusza sig

ruchem okresowym, ktory jest przedstawiony na
rys. 4. Dla amplitudy wymuszenia wigkszej niz
jej wartos¢ graniczna pojawily si¢ ruchy
nieregularne (chaotyczne), co jest przedstawione
na rys. 5. Mapa Poincarego w tym przypadku
przedstawia atraktor o strukturze fraktalne;j.

5. Podsumowanie

Analityczna metoda Mielnikowa  zostala
zastosowana do ukladu drgajacego Duffinga z
tarciem suchym. W rezultacie otrzymano
oryginalny wynik, ze dla malych wartosci sity
(wspotczynnika) tarcia i amplitudy wymuszenia,
ich stosunek na granicy pojawienia si¢ chaosu
homoklinicznego jest wartoscig stala, niezalezna
od wartosci parametrow ukladu. Symulacje
numeryczne przeprowadzone w oparciu o pakiet
MATLAB-SIMULINK potwierdzily otrzymany
analitycznie rezultat.
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