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FLATTER I DRGANIA NIEREGULARNE CIENKIE]J PLYTY PROSTOKATNEJ
PODDANE] DZIALANIU SILY AERODYNAMICZNEJ

JERZY MROZOWSKI, JAN AWREICEWICZ

W pracy przedstawiono analize jakoSciowq drgafi plyty prostokatnej znajdujacej sie
pod dzialaniem sily aerodynamicznej. Na drodze analitycznej okreslono prég
pojawienia sie samowzbudnych drgafi okresowych typu flatter. Za pomocg symulacji
numerycznej potwierdzono istnienie tego progu, a ponadto stwierdzono mozliwos¢
pojawienia sie zZlozonych drgari nieregularnych (chaotyczrych) w wyniku kaskady
bifurkacji podharmonicznych.

Oznaczenia:
a - thgogé plyty,
A - bezwymiarowa amplituda drgari gietnych,
A, - bezwymiarowa amplituda drgari skretnych,
b - szeroko$¢ plyty,
h - grubost piyty,
m - masa przypadajaca na jednostke powierzchni plyty,
m, - masa skupiona,
M - liczba Macha,
N,,N,,N, - blonowe sily normalne i blonowa sila styczna, przypadajace na

jednoske dlugosci przekroju poprzecznego,
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q - liczba modalna (=nx/a),
t - czas,
T - czas bezwymiarowy,
U - predkos¢ przeplywu powietrza,
X,¥,Z - wsp6lrzedne prostokatnego kartezjariskiego ukladu wspéirzednych,
B - stosunek masy skupionej do catkowitej masy plyty (=m,/abm),
v - bezwymiarowy parametr zwigzany 2z predko$cia strumienia
powietrza,
O(X-Xg,¥-Yo) - delta Diraca w punkcie (Xq,Yo),
P - masa wlasciwa powietrza,
) - pierwsza pochodna wzgledem czasu bezwymiarowego,
) - druga pochodna wzgledem czasu bezwymiarowego.
1. Wstep

Aerosprezysto$é, a szczegélnie aerosprezysto$é nieliniowa, jako dziedzina laczaca w
sobie klasyczne obszary mechaniki ptynéw i mechaniki ciala stalego, jest bogatym Zrédiem
zagadniefi zwiazanych z cyklami granicznymi i niestatecznoscia dynamiczng. Sily aerosprezyste,
dzialajac na struktury sprezyste, ktérych ruch na zasadzie sprzezenia zwrotnego modyfikuje te sily,
moga powodowaé zlozone i réznorodne zachowania dynamiczne tych struktur. Przykiadem takich
zachowari moze by¢ ruch plyty pod dzialaniem strumienia gazu. Zagadnienie to bylo przedmiotem
wielu prac teoretycznych i doswiadczalnych m.in. [2],[3],[4].

Przedmiotem niniejszej pracy jest cienka plyta prostokatna z masa skupiona poddana
dzialaniu sily aerodynamicznej. Plyta taka stanowi¢ moze uproszczony model dla pewnych
zagadnied spotykanych w przemyéle lotniczym i budownictwie ladowym. Gléwny nacisk w analizie
zachowari dynamicznych poloZony zostat na $ledzenie jakosciowych zmian w zachowaniu ukladu
towarzyszacych zmianie wybranych parametréw kontrolnych.

2. Model ukiadu
2.1. Model fizyczny

Do badari przyjeto model fizyczny w postaci jednorodnej, dlugiej (a>b), cienkiej plyty
prostokatnej o wymiarach axb Xxh , podpartej swobodnie na brzegach x=0,a. W punkcie (Xo,yo)
umieszczona jest masa skupiona m,. Na plyte dziala strumiedi powietrza o predkosci U, plynacy
réwnolegle do osi y . Prostokatny kartezjariski uklad wspéirzednych przyjety zostal w ten sposéb,
e osie x i y leza w plaszczyZnie Srodkowej nieodksztalconej plyty (rys.1.).
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Rys.1. Model badanego ukiadu.

2.2. Model matematyczny

Ruch przedstawionej wyzej plyty opisany jest réwnaniem rézniczkowym o pochodnych
czastkowych:

D% . maj:;"yz . D‘;':’ - Ag::: - Wa::;; - N,g;‘: . o
Przy przyjeciu rozwigzania w postaci:
w = a,sin(gx) + a,ysin(gx) @)

gdzie q=nx/a, n=1,2,.., tzn. przy zaloZeniu zginania i skrecania plyty oraz po dyskretyzacji
ukladu metoda Galerkina, réwnanie (1) sprowadza sie¢ do dwéch réwnarf rézniczkowych
zwyczajnych postaci: :

. A.1+'ﬁ,zi!+£’il+Al+7A2=o 3)
a'i-'z"'ﬁz‘ii"'&"ii""{:*""(;:()

Bezwymiarowe wspSiczynniki réwnania (3) sa funkcjami parametréw fizycznych i geometrycznych
plyty, predkosci U strumienia powietrza oraz liczby modalnej q w przyjetej postaci rozwiazania.
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3. Drgania okresowe typu flatter

Sposréd parametréw opisujacych uklad do analizy wybrano dwa bezwymiarowe parametry
kontrolne: B - zwiazany z masa skupiona m, oraz vy - zawierajacy predkos¢ przeplywu powietrza.
W celu okreSlenia progu pojawienia sie drgari okresowych wyznaczono w spos6b analityczny
warunek istnienia bifurkacji Hopfa. Wyraza sie on zadaniem, aby dwie warto$ci wiasne macierzy
Jacobiego tworzyly pare sprzezonych, urojonych liczb zespolonych. Po wykonaniu niezbednych
obliczeri otrzymano réwnanie :

4962 + (288 + 16) ' ' 4)
168 (h/b) B* +96 (h/b) B

Y =

gdzie x jest parametrem charakteryzujacym fizyczne wiasnosci plyty. Zaleino$¢ (4) okresla
miejsce pojawienia si¢ bifurkacji Hopfa, a tym samym prég drgari okresowych, na plaszczyZnie
parametréw kontrolnych 8-y. Graficzna reprezentacja réwnania (4) dla wybranych przykiadowo
parametréw plyty przedstawiona jest na rys.2.
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Rys.2. Wykres bifurkacji Hopfa - prég drgari okresowych.
4. Drgania nieregularne

Analize zachowari plyty powyzej wyznaczonego analitycznie progu flatteru przeprowadzono
na podstawie symulacji numerycznej. Obserwowano m.in. mapy Poincaré i widma Fouriera przy
zmieniajacych sie wartosciach parametréw kontrolnych 8, y. Stwierdzono istnienie przedzialéw
parametréw, w ktérych ukiad poprzez kaskade bifurkacji podharmonicznych osiaga stan chaosu.
Rysunki 3 i 4 ilustruja droge do chaosu i jego rozwdj dla 8=0.3, przy zmieniajacych sie
wartosciach parametru 1.
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Rys.4. Widma Fouriera i mapy Poincaré. Rozwdj chaosu - ewolucja dziwnego atraktora polaczona
. z zanikaniem kolejnych podharmonicznych.
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5. Whnioski

Przeprowadzone badania wskazuja, Ze wzglednie prosty uklad autonomiczny moze
wykazywaé bardzo zlozone zachowania dynamiczne. Klasyczna droga do chaosu prowadzaca przez
kaskade bifurkacji podharmonicznych [5], znana przede wszyskim z analiz teoretycznych i
dos§wiadczeri na gruncie mechaniki plynéw (konwekcja Rayleigha-Bénarda)[l], zostala
potwierdzona w przypadku ukladu mechanicznego z sila aerodynamiczna.
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FLUTTER AND NON-LINEAR VIBRATION OF A THIN RECTANGULAR PLATE SUBMITTED TO
AERODYNAMIC FORCE ACTION
Summary
The qualitative analysis of vibration of a rectangular plate submitted to an aerodynamic force
action is presented. On the analytical way the flutrer threshold is determined. With the numerical
simulation the existence of this threshold and the possibility of non-regular (chaoric) vibration is
confirmed.

"FLUTTER" ET VIBRATIONS IRREGULIERES D’UNE MINCE PLAQUE RECTANGULAIRE SOUMISE A
L’ACTION D’UNE FORCE AERODYNAMIQUE
Résumé

Dans le travail on a présenté I’analyse qualitative des vibrations d’une plaque rectangulaire
soumise 2 I’action d’une force aérodynamique. On a déterminé par la voie analytique le seuil de
I’apparition des vibrations périodiques auto-entretenues de type flurter. La simulation numérique
a confirmé I’existence de ce seuil et mis en évidence la possibilité des vibrations irrégulieres
(chaotiques).
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