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W pracy przedstawiono analityczno-numeryczna metode analizy
ukladéw nieliniowych dyskretno-ciaglych na przykladzie drgaf
generatora strunowego ze wzmacniaczem posiadajacym opdZnienie
czasowe. Nieliniowa dynamika tego ukladu opisana Jjest przez
uklad réwnafi rézniczkowych czastkowych i zwyczajnych, oraz
calkowych z opbéznieniem czasowym. Najpierw zostala
zaprezentowana analityczna metoda perturbacyjna, dzieki ktérej
otrzymanano uklad réwnafi rézniczkowych zwyczajnych usSrednionych
amplitudowych. Nastepnie w wyniku analizy numerycznej tych

réwnahn zademonstrowano kilka interesujacych zjawisk
nieliniowych.
1. wWstep

Analiza dynamiki ukladdw dyskretno-ciaglych nieliniowych
opisana jest ukladem réwnafi rbéiniczkowych czastkowych i
zwyczajnych (czasem réwnafi calkowych), i ich bezposrednia
analiza numeryczna jest klopotliwa.Przyczyna 1lezy 2z Jednej
strony w ogbélnie raczej skomplikowanych w uzZyciu metodach
analizy réwnan roézniczkowych nieliniowych <czastkowych w
poréwnaniu z analiza réwnaf rdézniczkowych zwyczajnych. Z drugiej
strony zwykle analizowany uklad dynamiczny posiada wiele
.parametrdéw i pelen przeglad jego dynamiki wymaga dlugotrwalych
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obliczefi. W ukladzie takim mozna oczekiwaé bardzo wiele
réznorodnych zjawisk nieliniowych i ich pelna analiza jest
zmudna przy uzyciu metody bezpoSredniego calkowania
numerycznego. Ponadto, szczegdlnie w zagadnieniach dynamiki
stosowanej, uklad réwnafi modeluje pewien proces i zwykle
towarzysza mu pewne a priori wiadomoSci dotyczace jego
zachowania. To oczekiwane zachowanie ukladu moze byé
odfiltrowane za pomoca metod perturbacyjnych lub odpowiedniego
skalowania réwnafi. W efekcie otrzymuje sie uklad nieliniowych
réwnain rdézniczkowych zwyczajnych, ktére jest znacznie latwiej
rozwiazaé niz réwnania poczatkowe.

2. Réwnania opisujace dynamike¢ analizowanego ukiadu
Szczegblowa dyskusja analizowanego uktltadu
elektromechanicznego zostala przeprowadzona w [1]. Ukilad ten
sklada sie 2z metalowej struny, drgania ktdérej opisane sa
réwnaniem rézniczkowym czastkowym. Dynamika wzmacniacza opisana
jest prostym réwnaniem liniowego oscylatora o tlumieniu c i
czestosci |k. Wzmacniacz dostarcza prad do metalowej struny,
ktéra znajduje sie w polu magnetycznym. Amplituda drgahn
natezenia pradu kontrolowana jest przez wzmacniacz dzialajacy z
opdZnieniem czasowym. Elektromagnetyczna indukcja B(x)
dzialajaca wzdluz struny generuje napreienie na jej koficach

E(t)=[B(x) M;é.’.‘ldx, (1)

gdzie x jest wspélrzedna przestrzenna, t oznacza czas, u(t,x)
jest amplituda drgafh w punkcie x i 1 jest dlugoScia struny.
Powstale naprezenia generuja sile

Y(t)=h,E(t)-h,E*(t), (2)

gdzie h, i h, sa stalymi wspélczynnikami. Dynamika wzmacniacza

opisana jest rdwnaniem
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T(t)+2NI(t) +kI(t)=Y(t-u), (3)

gdzie Kkropka oznaczono roézniczkowanie wzgledem czasu. A\ jest
wspblczynnikiem tiumienia, a p jest opéinieniem czasowym. Zmiany
w czasie natezenia pradu oraz indukcji B(x) wplywaja na drgania

struny wedlug réwnania

du(t,x) __,0%u(t,x) __¢€ du(t,x) _
e S 3(21’”_31:_ B(x)I(t)), (4)

gdzie h, i p sa stalymi, a € jest pewnym malym dodatnim
parametrem. CzestoSci drgaf wlasnych struny wynosza w=mncs/1,

(s=1,3,5,...), a jednorodne warunki brzegowe maja postaé

u(t,0)=u(t,1)=0. (5)

3. Metoda analityczna

Dla €=0 rozwiazaniem (4) jest

u,=a,cos (w,t+0,) sin(nx/1) +a,cos (3w,t+6;)sin(3nx/1), (6)

gdzie a, i a,, sa amplitudami, a 6, oraz #; sa fazami drgafn. Dla

dostatecznie malych €#0 rozwiazaniem (4) jest

u=uy+eu, (x,a,, a;, 0,,0,)+0(|el?, (7)
Zakladajac, 2e indukcja B(x) jest symetryczna wzgledem struny,
mamy

B(x)=B,sin(nx/1)+B,sin(3nx/1). (8)
Dla malych u prawa strona (3) mo2e byé przedstawiona jako
(dy/dt) (1-p). Rozwiazanie (3) ma postac

I,(t) =M,cosw t+N;sinwt+M;cos3w t+N,sin3w t, (9)

gdzie M,, N, (i=1,3) moga by¢é latwo wyznaczone. Dalsza analiza
jest typowa dla metod perturbacyjnych [2-4]. Poniewaz B(x) i

I(t) sa okre§lone, to rdwnanie (4) moze by& rozwiazane przy
pomocy  techniki perturbaciji. W rezultacie otrzymujemy
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nastepujacy uklad réwnah usSrednionych

da, dé,
-a'é=epi(aua3fﬂ)r —d—é=60.-{a“a3rn) . (10)
Prawa strona réwnania (4) pozwala na wyznaczenie czlondw

rezonansowych

12x
2 . mix B, .
R, = - T[J'R‘sn.n —}_--C°5"eod".-a= ?‘ (Mcosf,-Nsinf,) ,

12x ) B (11)
Rb=ﬂ_21'[J‘Rsin ﬂlxsinvmdeaa' (Ncosf,+M;sinb)) ,

1
yﬂ=iw_lt+0i' i=1,3

gdzie R, R, odpowiadaja wyrazeniom stojacym przy cosy, i sinv,.
Pordwnanie wyrazefi stojacych przy lewej 1 prawej stronie

réwnania (4) pozwala na obliczenie

B,(Ncosf,+M;sind,)
ip W
1 B;(Mcosf,-N;sinf,)
i__i ipaiw;

i r

1
P=-_
2 (12)

W réwnaniach (10) wystepuje jedna zmienna 7, zamiast 6, i 0;.
Jest to jeden 2z wazniejszych krokéw przedstawionej procedury
uSredniania. Zmienna 7 definiujemy jako

n=0,-30,, (13)

i powtdrnie stosujemy metode usrednienia, ale w pewien
szczegdlny sposdb. Dla i=1 bierzemy 6,=9+30,, podczas gdy dla
i= 3 bierzemy 6,=(1/3)(0;-7). W wyniku operacji usrednienia

otrzymujenmy

1 2p 3 .4 2, ;3 .3
Ql-m{(gl llwl_"i"églalhzt wl_
g o as i Cw(m (1 -pw ) +pn,w,)+
9

-i-ngBsa,a,hz!’wf((m,(l- 7w, )+pun,w,)cosn-(r, (1 -7pw,)-um,w,)sinn))},
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2dyp

Q,4 {(332:;]tw,-g—sfsgafhzz“w?—
8184 2p P’ ) . .
16 3@l Cw)(my(1 -3pw )+ 3pn;w,)

1 .
m—B?Baa'}‘hz!“w?((ma(l —pw, )+ 3pn,w,)cosn+ (n,(1-pw,)-3pum,w,)sinn)),
3

atho+ 1
p 2d,p

P, =- {{*Bf!x,a,!wﬁ;3—63?::?!12!3(.0?*

27
E3?32::,c:@hzﬁ(,u‘,‘)(n,(1—uuo,y pm,w,)-

T—éBfB:,afaahzlnw?((n,(l—7puo,)-um,w,)cosn+(m,(l-?uw,)+ pn,w,)sinn)),

azhe 1
-+

P,=-
’ p 2dap

9
{(-3B3ash,lw,+ éBfBgafa:,Pzzlsw?+

81 (14)
TgB;aghzfaw?)(n3(l—3uw,)—3pm3w,)+

1 .
EB?BJa?hzlaw?((ma( l-pw,)+3pnzw,)sinn-

(nag(l-pw,)-3pmzw,)cosn)}.

Otrzymany uklad réwnafi roézniczkowych jest sztywnym ukladem
réwnafi (a; wystepuje w mianowniku Q;). Zmiany amplitud i faz
nastepuja w czasie bardzo powoli, co wymaga dlugiego czasu
calkowania.

4. Analiza numeryczna

Rozwazmy najpierw rozwiazanie stacjonarne

dé, _dé
P,(a,,a,,n) =0, P,;(a,,a,,n) =0, p=.a_f—3?t_‘=o. (15)

W celu rozwiazania (15) uzyto hybrydowej metody Powella i
odmiany metody Newtona. Nastepujace parametry przyjeto jako
stale: 1=0.1, wE=4.1, A=0.01, k=25, h=0.01, h,=0.6, €/p=1, h;=0,
B,=0.4. OpdZnienie czasowe 1i amplituda B, wybrane zostaly
jako parametry kontrolne. Interesujacym rezultatem jest to, :ze
ze wzrostem amplitudy elektromagnetycznej indukcji B, amplituda

a, maleje (a; i n sa stale) - rys.1.
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Rys.l.Wykres zalezno$ci B(a,)

Ponadto w przedziale B,€(3.0,5.0) dla kazdej wartosci B,
istnieja dwa rozwiazania a, i jedno a;. Odpowiadajace wartosci 1
zmieniaja sie w szerokim zakresie. Obliczenia przeprowadzone dla
pelnego uktadu réwnan (10) i dla parametrdw 1=0.1, @i=4.9,
A=0.001, k=25, h;=0.01, h,=0.6, €/p=1, h=0.01, B;=10.0, B,;=0.1
pokazuja, 2e dla u=0 amplitudy a, i a, sa stateczne. Pojawienie
sie niezerowego opdZnienia powoduje skok wartosci a, i towarzysza
temu zmiany Q, i Q; (rys.2).
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Rys.2.Ewolucja amplitud (a) i faz (b) w czasie

Na rys.3,(1=0.1,w:=1.7, A=0.001, k=25, h;=0.01, h,=0.6, €/p=1,
hy=0, B,=2.5, B;=0.5) zademonstrowano istnienie nieograniczoneqd
rozwiazania.Dla u=0.1 amplituda a najpierw wolno opada W
czasie, a nastepnie gwaltownie wzrasta.

Wreszcie dla 1=0.1,s=0.0, w,=1.7, A=0.001, k=25, h;=0.01,
h,=0.6, €/p=1, h=0, B=4.981, B,;=0.2 znaleziono réwniez

rozwiazanie okresowe (rys.4).
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Rys.3.Nieograniczone rozwiazania a, i a; (a) i Q,, Q,
(b), dla u=0.0 i u=0.1.
Ciekawym zjawiskiem jest to, 2e 63 nie zmienia sie oscylacyjnie

w przeciwiefistwie do pozostalych zmiennych.
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Rys.4.0scylacyjne zmiany amplitud (a) i
towarzyszace im zmiany faz (b)

5. Wnioski

W tej pracy na przykladzie ukladu elektromechanicznego
dokonano analizy dynamiki ukladu nieliniowego dyskretno-
ciaglego. Szczegdlna uwage zwrdcono na zastosowanie metody
perturbacyjnej, pozwalajacej na redukcje zagadnienia do analizy
czterech réwnaf réz2niczkowych nieliniowych zwyczajnych. Réwnanie
te otrzymano przy uzyciu rachunku symbolicznego z wykorzystaniem
pakietu programéw "Mathematica". Analiza numeryczna tych roéwnan
wykazala istnienie statecznych i niestatecznych polozen
rédwnowagi, oraz istnienie ograniczonych i nieograniczonych,
oscylacyjnych oraz nieoscylacyjnych rozwiazaf.

Praca ta wydaje sie posiadaé jeszcze jeden wazZny aspekt.
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Prezentuje ona bowiem ogdélne metody analizy skomplikowanych
ukladdow stabonieliniowych dyskretno-ciaglych . Uzycie metody
perturbacyjnej wspomaganej rachunkiem symbolicznym pozwala na
redukcje zagadnienia do analizy numerycznej réwnan rézniczkowych
nieliniowych 2zwyczajnych. Przedstawiona metodyka postepowania
moze by¢é stosowana do innych, rdéwniez bardziej zlozonych
nieliniowych ukladéw dyskretno-ciagtlych.
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ANALYTICAL-NUMERICAL METHOD TO A STUDY OF
THE NONLINEAR-CONTINUOUS SYSTEMS.
Summary.
The symbolic-numerical approach is applied to a study of the
oscillations of a string-type generator with a time-delay
amplifier. First an analytical perturbation method (supported by
symbolic computation) which yields the averaged ordinary
differential equations is presented. Then the obtained equations
are analyzed numerically showing some surprising phenomena.
AHAMHTHUECKO~HYMEe pHUECKHA MeTOZ AHAMH3a CHCTEeM
C ZUCKPETHHMH H paclpeleNEéHHHMH MapaMeTpaMu
Pe3pwme
B paboTe HCMON30BaH MeToa CUMOOTTHUEC KO =HY ME pHUEC KHH
BHUECeHHHN AN49 aHanH3la konebaHHHH B CTPYHHOM TreHepaTope C
3ana3ZnNBaHHEeMB B yCHIHTHIe. (Hauala NPHMEHEH acCHMITOTHUECKHH
MeTo4 C HCNONb30BAaHHEM CHUMDONHUECKOrO BHUUCIEHHA, KOTOPHH
MO3B8aldeT HAUTH yCpeaIHEHYD CHCTeMy AHdepeHUHANbHHEX ODHKHOBEHHHX
ypaBHeHHH . [lonyueHHHe  ypaBHeHHA OHIM NOTOM  @HAIH30BAHH
HYMEpHUECKH .
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