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1. Wstep

Drgania samowzbudne wystepuja w wielu ukladach masowo - sprezystych z
tarciem $lizgowym. Do mniej zbadanych problemdéw nalezz drgania wywolane tarciem,
ktérym towarzysza procesy cieplne [1]. Badanie warunkéw powstania takich drgan i
zachowania sie charakterystyk kontaktowych (temperatura kontaktowa, ciénienie
kontaltowe) moze stanowi¢ wazny przyczynek dla wytlumaczenia réimych zjawisk w
hamulcach tarciowych, szlifierkach, czy w obrabiarkach o bardzo wysokiej dokladnosci
obrébki, jak 1 w innych ukladach maszynowych z parami ciernymi.

Celem pracy jest zbadanie, czy i w jakim stopniu frykeyjna generacja ciepla moga
wplywaé na przebieg i parametry ruchu samowzbudnemu wystepujacego w dynamicznym
uktadzie modelujacym zesp6l walec — tuleja przy wymuszeniu kinematycznym.

2. Matematyczne sformulowanie problemu

Spregzysty i przewodzacy cieplo walec o promieniu R, zostal wcisniety do tulei.
Wartos¢ promienia wewnegtrznego tulei nasadzonej na walec wynosi R,. Schemat
analizowanego w tym rozdziale ukladu przedstawiono na rysunku 1. Tuleja jest potaczong z
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obudows (korpusem, podstawa) przy pomocy sprezyn. Zakladamy, ze w modelu tym tuleja
jest ciatem doskonale sztywnym, a sprezyny posiadaja wspétczynnik sztywnosci ;.

Walec obraca sie z taka predkoscig katowa Q) =¢, (), Ze mozna pomina¢ sily
odérodkowe mogace sie pojawi¢ w analizowanym ukladzie. Zakladamy, ze predkost katowa
obrotu walca zmienia si¢ zgodnie z prawem ruchu obrotowego walca po -przylozeniu
momentu M = Mgk, (2} (A () 21, t > ©) odniesionego do jednostki dlugosei walca.
Przyjmujemy, ze mi¢dzy tulejg, a walcem wystepuje tarcie suche przypadajace na jednbstkq
diugosci i okreslone funkeja F(¥,,), przy czym ¥, jest predkoscia wzgledna tulei i watu
V,=QR —-¢,R,. B, B, sa masowymi momentami bezwladno$ci walca i wlei réwniez
przypadajacymi na ich jednostke diugosci. W pracy przyjgto, ze zgodnie z zalozeniem
Amontonsa sila tarcia F, jest réwna iloczynowi skladowej normalnej reakcji N(r) i
wsplczynnika tarcia, czyli, ze F,=f(V,)JN(1} jest sila tarcia okreélajacg opodr
przemieszczania si¢ dwoch cial wzgledem siebie { f(V,) oznacza wspblczynnik tarcia
kinematycznego), Tak zwana krzywa Stribecka [2,3] (rys. 2) posiada minimum przy
V,=Vy, tdla ¥, <V obserwuje si¢ charakterystyczne zmnisjszenie wspolczynnika
tarcia ( f'(¥,)<0).
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Rys. 1. Schemat analizowanego ukiadu. Rys. 2, Kinematyczny wspolezynnik tarcia

Wskutek dzialania sit tarcia F, na powierzchni kontaktu dla R =R, nastepuje
wytwarzanie si¢ ciepla poprzez tarcie. Zgodnie z zatozeniami Linga [4] praca sit tarcia
przeksztalea si¢ w energi¢ cieplny. Niech 7,(R,?) oznacza temperaturq walca i niech réwna
si¢ zero w chwili poczatkowej. Zakladamy, 7e walec idealnie przewodzi cieplo i pomicdzy
walcem i tuleja zachodzi wymiana ciepta zgodnie z zalozeniami Newtona, a temperatura
otoczenia zmienia si¢ wedlug prawa Tohr (1) (A1) > 1, t > ).
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Zagadnienie sprowadza sig do wyznaczenia rownan ruchu cial wokd! potozenia
rownowagi, przemieszczen @,(t), @,(t) oraz predkosci katowej tulei ¢,(r) i walca @ (r),
napreien powstatych w walcu o,(R,7}, ciinienia kontaktowego P(1}= N(r)/2xR, =
—op(R,,1), temperatury T,(R,#} wal i przemieszczenia U(R,1) w kierunku osi R.

Roéwnania dynamiki tulei i walca z warunkami poczatkowymi i napr¢zen cieplnych
z warunkami brzegowymi i poczatkowymi w postaci bezwymiarowej maja nast¢pujaca
postac:

Pr)+579(r) = 5,F (§ - §)p(z), 0<r<w, )
5V - amoy (1) = -5 F($-@)p(r), O<r <, )
2

6B(rz,f)+lae(”r)=ag(r’r),0<r<1,0<r<uo, (3)

or r or or
oagr FD + Bi6(1, 1) =y Flg- ol )p(r)+ Bikr (5}, 01 <o )
r gé:,r)r_m:(]’ O<r<m, (5}
PO) =", p0)=0", Y0)=¢", H0)=ay, 6(r0)=0, 0<r <, ©)

gdzie bezwymiarowe cisnienie kontaktowe i przemieszczenie w walcu wynosza

r 1
[i, fotn,0mdn - [ota, t)f?drr] .o
0 1]

plr)= 2f6’(ff r)éd¢ , u(r,7)fr=

2(1-
Zostaly wprowadzonc nastgpujace parametry bezwymigrowe
r=£’ r=L! P="P-s 9=£, "=_'_""'_U'_, 5=i: Bi=aTRI [
R fr R % af(l+w)R, f 4
M, Eaa 2RI P} 27REP.AE
my = S ¥ = , & = L gy =l b (1) = by (tyT),
0 P 2nR? y Zd-2vy ) 2 B, w (7)) = Ry (tr7)

he(z)=hr(tr7), F$=9) = f(REF ($-9), 0(r) = @y(trT), $(1) = B lir7),
gdzie:
R__'alElTﬂ’r =L B?. rr_,_}_tl__z_
1-2v YK a
Zalemos¢ wspélczynnika tarcia kinematycznego od predkosci wzglednej (patrz
rysunek 2) zostafa przyblizona wzorem
fn'l.i.n + (fl - fm.in ) exp(_bl IVWD! dla |VU| < Vm.n

[_f.l';f.l]I C”a' V' =0
) =gV} fuin + Uy = Fenin Yexp(—1[V in ) + G}
beJ (]le I1'Ill|) dla Ile - an

1+b,(]V,| Vo)
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gdzie: f, =012, fun =005, b =140sm™", b, =10sm™", by =2sm’,
V.un =0.035mc™' . Funkcje sgn(x) przy analizie numerycznej aproksymowano funkcja (1]

1, if x>&.,
X .
Sgn;o (I)= (2'-H s ‘,f le <£O ¥ (9)
& &
-1, if x<-&,

gdzie £4 =0.0001.

3. Analiza procesu stacjonarnego

Rozpatrzmy przypadek, gdy walec po pewnym czasie zacznie obracaé sig z staly
predkodcia &(r):m,, , a tuleja jest nieruchoma ¢=0. Wtedy stacjoname rozwiazanie

problermu (w réwnaniach (1)-(3) sa pominigte czlony rdfniczkowe wzgledem c¢zasu) ma
postac:

1 =2, Yo, Flog)
Py e S G e VTR 19
gdzie @, jest rozwiazaniem nieliniowego réwnania
Flo,)=—230 (11

1+}m0 Wy / Bi .
Greficzne rozwigzanie rownania (11) dla réimych wartosci paramewdw my,, y i B
przedstawiono na rysunku 3.
Prawa c¢zgs¢ rownania (11) dla réinych wartosci paramewrdw my, y i Bi

przedstawiona jest krzywa ciagla. Krzywa ciagta 1 odpowiada parametrowi miy =0.14,
y=0, Bi=2, krzywa ciggla 2 - m; =0.1, y=187, Bi=10, krzywa ciggla 3 -
my=0.1, y=187, Bi=2, krzywa ciagla 4 - m; =014, y=187, Bi=2. Krzywa
przerywana odpowiada funkcji F{w,,).

Jak wida¢, réwnanie (11} moze mieé przy my =0.14, y =0, Bi=2 (pierwszy
przypadek) jedno rozwiazenie @) (F'(w))>0), przy my=0.1, y =187, Bi=10 (drugi
przypadek) trzy rozwiazania o), wl, #) (F'(@h)>0, F(@})<0, Fw))>0), oraz
dla my=01, y=187, Bi=2 (trzeci przypadek) jedno rozwiazanie wl, =0 (przy
aproksymaciji (8) @), = &my/2f,, F'(&})=2f,[g, ). Dla wartosci my =0.14, y =187,
Bi =2 {czwarty przypadek) pojawia si¢ jedno rozwiazanie w_f, (F '(co},) <0).

Dokonano analizy zaburzeh rozwiazania ustalonego stacjonarnego (10). W tym

celu zlinearyzowano prawe strony rownan (1), (2) i warunek brzegowy (4). Stosujac
transformacje Laplace’a do otrzymanego uvktadu liniowego otrzymamy rozwiazanie w
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postacie  transformatorowej Laplace’a. . Réwnanie charakterystyczne zagadnienia
zlinearyzowanego ma postaé :

8Y(s)=0, A(s)=sA"(s)+ &,p, (@5 + D[Bo0,(s) + 2BivBAL(s)], (12)
A (s)=8y(s)2(s) - 2Bivar (s)(s), (13)

Q,(s)=a%s? —%46-'-52.&%1 , Q,(s)= @%s* +?—ﬁ2—525+1 ,
-y -V

A= F'(GJ_,,), B = F(wsl)/msr .
Pierwiastki 5, (Res, >Res,>..>Res, >.., m=1273,..) rownania charakte-

rystycznege (12) w zaleznosci od parametréw modelu le2a w lewej polplaszezyinie
Res <0 (stacjonarne rozwiazanie jest stateczne) lub w prawej péiplaszezyimie Res> 0
(stacjonarme rozwiazanie nie jest stateczne) zmiennej zespolonej s. Funkcja
charakterystyczna jest zapisana w postaci:

A(s)= is"b_ , (14)
m=0
By = £,Bi p,(fy +V B), dy = Bi(l-v), b, =d, +¢, p.[2(2+ BD)B, + BvB )/ 8,
d, =05+ Bi[0.25-0.125v+ G p &, (B +v B,
by =dmy + & PfdD + 524D ), +28iv(dD + D) ),
d, =dD-28ivd® + &%, p,\g,d0), + 2Biv g,d% J+
+&% @), —2Bivd®, m=23,.
Bi+2m _ 1 m=
27" 2 mlem)t
Dla walca stalowego (g, =14-107°°C™, A =21W/m°C™"), v=03,
a,+59-10°m? /s, E =19-10°Pa) przy R, =0.005m, R,=00lm, T,=01°C,

a = 0l,...

£ =6=100, ®=0.1, ¢"=0, ©° =0 zgodnie ze wzorem (14) zostaly obliczone
pierwiastki réwnania (12).

W pierwszym przypadku m,=0.14, y=0, Bi=2 mamy jedno rozwiazanie
@} =1084, p) =1, 8] =1, ¢ =014 (5,=129-102, B, =1.72:102, v=0), ktore
Jest stateczme (pierwiastki rownania (12) 5, =-0.009£10(, 55 =-0.017 leza w lewg
polowie plaszczyzny zespolonej s).

W drugim przypadku m;=0.1, y=1.87, Bi=10 mamy trzy rozwiazania.
Rozwiazanie w} =43.55, p) =181, 63 =181, ¢} =01 (4 =0.001, B, =0.006,
v=045), ktére jest stateczne (pierwiastki rownamia (12) s, =-0.008+10.04,
5, =~043 leza w lewej polowie plaszczyzny zespolonej s ). Rozwiazanie wk =263
(B, =0.036, £, =-0.0075, v=10.047), ktére nie jest stateczne {pierwiastki réwnania (12)



57=037£999i, 5, =0.656 leza w prawej polowie plaszczyzny zespolonej s).
Rozwiazanie przy aproksymacji (9) wl =0417-107" (£, =24-10°, £,=24-10°,
v=8.10"%), ktére odpowiada okresowemu ruchowi (pierwiastki rownania (12)
52 =-0.52-1 0~* £7.071i leza na osi urojonej plaszczyzny zespolonej s ). Zauwazymy, ze
dla ostatniego przypadku pierwiastki moga byc znalezione z réwnania charakterystycznego

st + ol [D7 =0, pdzie @y =1/ 1+ 5, /¢, .
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Rys. 3. Graficzne rozwigzanie rawnania (11)

W trzecim przypadku m, =01, =187, Bi=2 mamy jedno rozwiazanie.
Rozwiazanie przy aproksymacji (9) @&}, =0417-107 (f,=24-10°, f,=24.10°,
v=4.10"), ktére odpowiada okresowemm ruchowi (pierwiastki réwnania (12)
5,2=052 107 £0.71§ leza na osi urojonej plaszczyzny zespolonej s ). Zauwazymy, Ze
dla ostatniego przypadku pierwiastki moga by¢ znalezione z réwnania charakterystycznego
sP+al 62 =0. v

W czwartym przypadku mg =0.14, y =1.87, Bi=2 mamy jedno rozwiazanie,
Rozwiazanie @} =7.8, pl =2.02, 8} =2.02, 2 =0.14 (5, =0.0089, F, =-0.0031,
v =0.505) jest niestateczne (pierwiastki réwnania (12) s, , =0.31£10.05i, letg w prawej

polowie plaszczyzny zespolonej s). Rozwigzanie nieliniowego zagadnienia w tym
przypadku ma charakter drgar okresowych samowzbudnych.

4. Analiza numeryczna

Przyjmujemy, 2¢ w chwili poczatkowej na walec zacznie dzialaé moment sity
hy(p)=1-exp(-677), &=100. Walec zacznie obracaé si¢ z przyspieszeniem.
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Bezwymiarowa temperatura tulei zmienia si¢ wediug wzoru hp(r)=1-exp(-4 =7 ). Wskutek
wymiany ciepta walec zacznie sig rozszerza¢ i kontaktowaé z tulejy. Warunki poczatkowe
przyjmujemy jako zerowe: ¢ =0, @’ =0, ¢" =0, ¢ =0. Wyniki obliczen przedstawiono
na rysunkach 4-5 dla kilka wartoéci parametru m, i y . Krzywe 1 odpowiadaja pierwszemu
przypadkdwi bez uwzglednienia frykcyjnej generacji cieplnej (¥ =0, my =014, Bi=2),
krzywe O odpowiadajg przypadkowt bez uwzglednienia drgan tulei (@=0, my=0.14,
¥ =1.87, Bi=2), kizywe 4 odpowiadaja czwartemu przypadkowi, gdy zagadnienie ma
jedne niestateczne stacjoname rozwiazanie (m, =0.14, y =1.87, Bi=2).
Na rys. 4 przedstawiono zaleznoéé: bezwymiarowej predkosci katowej walca ¢
(linie przerywane) i tulei ¢ (linie ciagle} od czasu bezwymiarowego 1 w rozpatrywanych
przypadkach. Z rysunku widaé, ze we wszystkich przypadkach uktad zachowuje si¢ zgodnie
z obliczeniami analitycznymi.
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Rys.4. Ewolucja w czasie predkoici kqtowej klocka @ (krzywe ciggle) i walca qﬂ {krzywe

przerywane) pod czas przyspieszenia (krzywe 0: @ =0, y =187, keywe I: 3=0.1, ¥ =0, krzywe
4 5=01, y=187).

W pierwszych dwéch przypadkach walec z uplywem czasu zacznie sie obracaé z
stala predkoscia. W trzecim przypadku, dla niewiclkiego momentu walec i tuleja po
pewnym czasie wejda w kontakt i zaczng drgaé jak jedno cialo okresowo o okresie
T =2xafw, . W czwartym przypadku ukiad przebywa w ruchu typu ,,stick-slip”. Przy ruchu
ukfadu typu ,stick” drgania majg charakter okresowy.

Ewolucja w czasie ci$nienia kontaktowego i temperatury kontaktowej zostata
przedstawiona dla rozpatrywanych przypadkéw przy pomocy krzywych ciaglych 0-4 na
rysunkach 5. W tym ostatnim przypadku charakterystyki kontaktowe ulegaja zmianom.



Wyniki przeprowadzonej analizy analitycznej i numerycznej prowadza do
nastepujacych wniosk6w: w rozpatrywanym zagadnieniu przy pewnych parametrach moze
pojawi¢ sig ruch okresowy samowzbudny typu ,.stick-slip™.
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Rys. 5. Ewolucja w czasie cinienia kontaktowego(a) i temperatury kontaktowejib)
(krywe 0: 5=0, y=1.87 krzywe I: =01, y=0, krpwe 4: =01, y=187).

5. Literatura

1.  Awrejcewicz J,, Pyryev Yu,: Thermoelastic contact of a rotating shaft with a rigid
bush in conditions of bush wear and stick-slip movements, International Journal
of Engineering Science, 2002, 40, 1113-1130.
2. Krahelskyy I, Hittis N.: Frictional Self-Oscillations, Nauka, Moscow, 1987
{Russian).
3.  Grudzinski K., Wedman S.: Symulacyjne badania ruchu. stick-slip przy
‘kinematycznych  wymuszeniach  zewnetrznych, XXXVII  Sympozjon
wModelowanie w mechanice” 1998, 135-142.
4. Ling FF; A quasi-iterative method for computing interface ternperature
distrihution, Z4MP, 1959, 10, 461-474.

MODELLING AND MATHEMATICAL DESCRIPTION OF FRICTIONAL
BEHAVIOUR IN A BUSH -SHAFT SYSTEM
Summary

The following model is analysed: elastic and heat transferring rotating shaft is put
into a rigid bush. The bush is linked to a fundement via springs. The shafi extends its
volume and a contact between hush and shaft begins. It is assumed that a friction between
two contacting bodies depends on their relative velocity. The occurred friction causes heat
transfer. 1t has been shown, among others, that for some parameters a stick-slip periodic
motion occurs.





