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��� ��	 �����	��� � ����	������� ��	�
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m, r

n

o, s

p

z(rj)a a ∈ (1, . . . , r)

z(pj)b b ∈ (1, . . . , m)

z(2)c c ∈ (1, . . . , n)

p(rj)d d ∈ (1, . . . , s)

p(pj)e e ∈ (1, . . . , o)

p(2)f f ∈ (1, . . . , p)
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zpj z2

ppj p2

p2

prj

Mi = ri · Fi,

r

Mzp =
Pr

i=1 M(zpj)i +
Pn

i=1 M(z2)i

Mpp =
Po

i=1 M(ppj)i +
Pp

i=1 M(p2)i
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�� ��� ����	
�� ���� ��		���� ������ �������� ��� ������

�� ����� ���� Mzr =
Pr

i=1 M(zrj)i +
Pn

i=1 M(z2)i�

�� ����������� ���� Mpr =
Po

i=1 M(prj)i +
Pp

i=1 M(p2)i�

������� �� ��� ����������� ������ ��� 
����
 �� ��� ���
��� �� ����� Fi ��
 ��������

��
�� �	��� d�

 ���� � ��		���! ���� ��� �� �������� ����� �� ��� ���� ����

�� ��� �	��� ����� M = Mzp + Mpp�

�� ��� ��� ���� Mr = Mzr + Mpr�

" ��#����� � ��� ���� � �����
 �$ ����	�� 	������ ��
 ������� �������� ������

�#�	#�
 � ��� ��#�����! ���� ��	��� �� ��� ��$��	����	 ���������� �%&! '! ()�� *��

����� ���� �� ��#� �� ����
�� ����� �+������ �� � �$����� ��	$ � ��� ��$ �� ��� �������	$

��
 ����	���	$ 
������ ��� ����	���

,����
���� ��� ��		���� ��������

rX
i=1

M(zpj)i = Zp;

nX
i=1

M(z2)i = Z2;

rX
i=1

M(zrji) = Zr;

oX
i=1

M(ppj)i = Pp;

pX
i=1

M(p2)i = P2;

sX
i=1

M(prj)i = Pr.

�&�

*�� �$���� 
$����� � ��#����
 �$ ��� ��		���� �$���� �� �+�������

8><
>:

Zp + Z2 + Pp + P2 = 0

Zr + Z2 + Pr + P2 = 0.
�-�
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���� ������	

Zp + Pp = Zr + Pp. 
��

� ��� �� �������� ���� ��� ����� ������� �� ��� ���������� � �������� �� �� ���

������ ������ ������������ ���� �������� ���� � �������� ���� ��� �������� ��������� ��

������������� ��������� ���� Zr + Pr �= 0 �� ������	

Zp + Pr

Zr + Pr
= 1. 
!�

"��� ���� �� ��� ������� ���� ���� ��� #�$�� ������ ��������� ��� ����� Pp ���� ��

��������� �� Zr + Pr ���� �� ���������

%������ ���� �������� ���� ����� ���������� �� ��� ���&�� ' ����� �� ��(������ ����

���������� ���� �� ��#����� �� ��� ������ ��������� �� ��� �������� ������� )����� ��������

�� �� ��� ������� ��� ����� �� ��� ��������� ������ � ��� �� �$������� �� ��� ������������

�� ��� ������� ������ ������ ������� �� ����� ������������� �� ������������� ��������

� ����� �� ������ ��� ���� �������� ������������ ������� ��� ���� ���� �� ����������

��� ���� �������� �� ������ �������� ���� ���������� ������� ��� ��� �$���� ��� ��$����

������������� �������� � �� ���� �������� �� �������� ������������ ������� ����� �� ����������

��� ������� σ �� � �������

*�� �� �������� ��� ��������� +����� ������������ �������	

{σi}, σi =
Fi

Si anat
, 
,�

����� σi ����� i��� ������ ������� ��� Fi ������� ����� ��������� �� i��� �������

-� ������ �� J ��� ��������� ��������� ��������	

J : R
r+m+s+o
+ =⇒ R

4
+, 
.�

J(σ1, ..., σn) =

 
rX

i=1

σi,

r+mX
i=r+1

σi,

r+m+sX
i=r+m+1

σi,

lX
i=r+m+s

σi

!
, l = r + m + s + o. 
/�

-� �������� ��� �������� J ���� ��� ��������� ����������	

0 ≤ σi, i = 1, ..., l;

σi ≤ σmax, i = 1, ..., l;

r+m+sX
i=r+1

Siσiri(α) =

rX
i=1

Siσiri(α) +

lX
i=r+m+s

Siσiri(α),


0�
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�����

r+m+sX
i=r+1

Siσiri(α)−
lX

i=r+m+s

Siσi, ri(α) = M, ����

	
� M � ��� ����
��� ��
��	��� �� ��� ������ ���������

σ1 = σ2 = ... = σr;

σr+1 = σr+2 = ... = σr+m;

σr+m+1 = σr+m+2 = ... = σr+m+s;

σr+m+s+1 = σr+m+s+2 = ... = σl.

M > 0

����

���
 �� �� �
�� σi max, i = 1, ..., l, α ∈ (0, π), Si� ��� ���� �� ��  � �
�������
	���

��	� � ����� ���� �
!
��� � �	
� � ����
� "�� ������ ��	�
 ��� �� ���� ��� ����

������	
� ��� � ��	
 ������ #� $���� ���� 	
 	������
	 $�������
 �	�� �� �� 	����� ��	�

� 	 $	 	� ��
$���
 �	�� �� �� ��� ���
��� �� ��� ��%�$���� ��
$���
 ���� ��	�� �� �$� 	

��� ��
$���
 �� ��� $�� �� �
���� E(σ)� ���$�  ���� ��� 
����� �� &	����'�����	 � ����
��

��������� �� � 	 � ���� � �� �
��� 	������
	 � ����� ���$	 �����$���
 ��� (�$���
 )�� �

��� �� �� 	����� � � ����
 ��$��� 
	�������

�� ������	�
���	 ������ ������������

"��� �� ���� �����$���
 $�
$��
 ���  ��� �	
�� �� �����
� 	
� � �������� �
 #	� � ��

#�� �
�����$� �����$���
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 ��� 	
� � �� 	���$���
*	���$���
� �����
*����
��
 	
�

�������
*�
�����
 �� ���  ��� �� �� ����
�� +� $	
 �� $����
�� ���� 	 ��� ����������


�
 ��� �
������	 ��$ �� ,
����� ����� ���$	 $�
�����
 � ��� ���
���
�
 �� ��� �����	 

 �
��� �� ��� ��$ � 	
� �
$��	� �� ���� ����	
$� ��� ��� ��	�� � !���� )� �
 ���

������� ������
 �� ���  ��� �� $�	
�� �
  ��� ��$ � 	
 �� ����
� ��� !���� -�� +� $	


��� ��
 ��	� ��$ � 
�� 	 �	� ���� �
 �����	 �	
��� ���$� �������� 
�� 	 �	� $����

���� 	 �����	 ����
� 	���

.��� 	���
� �� ��� $�
�����
  �	� �� 	 ����$���
 �� ���� � � ����
� /������� 	 ��
'

���
��� ���  	� �� �����$���
 ��� � �	�� ��� � ����
 ���� �� 0�� $��'�1�$���� ��
����

�� ��� �� ��$���� ����$��
� �� ����� ��  �� � ���
	��� �� ��� $�
��	 
����� ����� (�

����� ��  �� ��� 
	���� �	�� � �� � ����
� #�� � $�
!���� �� ��� �������
$�� ��� ��� �

�� ���$� 	�� ����
��� �
 ��� !���� 2� +� � 	 � ���
 ��������
�	  �� ��
� 	 ��������� ��

	���!$�	 	��� ��	� ��� 	�����
�	���
 � $����$��
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�������
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��	��� 
 ������ �

! � �����

" #�����#�

$%!&�' &����(�

$%!�' )���� �

*	��+ 
 �������

!������ $ &����(�

����� 
 �����)�

������	 ! ,����#�

�� ��������	 
��������� � ��� ���	��

-���������� �� �� ����� 	��� .����� ��� ������ �� ���� +��� ���/�� +�� ��0����1� ���/���

+��� ���������� �2 ���	2���� ����+���3 ������		2 ��1�	���� ��� ��� �������4 ���/��� +���

�		�������� ���5��		2 �� �� ������	 �5�� �� �� 	��� �� ������ ��5���� �� ��0����1��24 "�

�������� ����	�� ��+ ��� �� ������� ���	�����	 �2����� ���� ��� �� 65�� ���.��������4 !�1�

1�	������� +��� �5������4 "��� ���/ +�� �� ����� ���� ��� �� �� ��		�+��� ������7

%�' ����� ���� ����� �� �� 	�1�	 �� ���� /����8

%��' 6��� �� � �����6� ����� ���1� ���� ����8

%���' ����	��� �� ������ +�	� �������3 +����� �������� ��8

%�1' ����	��� �� ������ ��� �����4

������ +��� ���/�� �� �� ���/4 �� ���� ����������� �� ��� ��1������ +��� ���	���4

9���������� ���/��� +��� �	���� �� �� ���	��� .����3 �	��+3 +���� ��� ���		 6����4 ��

�� ��+� ��� �� ���	�����	 �2����3 +�� �� �� ����� 	��� ����3 ���� ��� �1� +�		�

���������� ���.�����24

�� ���	�����

:�� �� ���2 ������� %������������� ������	 ���1��� �2���� �������� ����� �� ����	� ���

����� ��� ����3 ���� ��� ��1���������	 �������'3 ��� ���.�����2 +�� ��;�����4 "���

�����1������ ���6���� �� ����2 ���	���� �� �� ���������� �(� ��� �&�4 �� �� 6��� ���3
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������ �� ���������	 
������	 ������ �	� ������� ��	���	 ���	� ��� ������	� ����

���������� ��� 
��	 ������ �� ��� ����	��	�� �� ��� �������	 �� ��� ����� ��� �	� �	 ���

����	� �	� ������	� ���� �	������ �	 ��� ���	������ ���	�� �� ��� ���� ��	� ���� ��� ����

�� ������	� ��� �������� ��� ������	� �������	� ������ �� �����	 �� ������	� ������ ���!

����	� 
�	��	� �	���� �� ��� ���
"� #��� ���	� �	����� ���$ �� ������ ���� ���� �����

��	 
� � ����������	 �� � 	������	�� ������ ����������	 ���
��� ���� ���� ���"� %�� ����

����� ���	���� ��$� ��� ������	� �	 � �������� ������	� ��		�� �������	� ������ ���
 &�!

'��	 �	���� ����"� #���� ��� �� ��	� ������	� �� ���
�	����	� ���� ���� � �����(�� �������

�	 ���� ��������� ���� ����� ��� ���� ���� 
��������� �	� ������������� ��	�����	�� ��� ��

��'��� 
�	��	� �	���� �� ��� ���	�� ��� ��'��� ����� ���� ��	 ��	����� ����� �����	�

)��	 �	�����	� ��� ������ �� ��� ������������ ���� ��� ������	��� 
�����	 ��� ��� ��!

��	�� �	 ��� ����� �� ��� �����!�$������ �	����� �� ���	����� ���������� *���� �+� ��	(���

��� �
��������	� �� ����� ����������	 ���	� ������	�� #�� ������ ���� �����	��� � ��!

������	� �� ,-. ���	��� ����� ����� ���� �	 ��� ���� �� ������	� �	 �	� �� ��� ���	�� 

�	 ���������	 �� ������ ���� ���		�	� � ������	��� ���	� ��� �
�������
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������ 	� ��������
�
�� �	 ��� ��� 	������ ��������
�� ���
�� ���������� ����� ���������

������ ��
�� ���  ���� ��������
�� !�� �"�����# ��� !�
�� ����
��
��#
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������� �	
� �� ��	
� ��� ����	� �������� ��� ���������
 �� ��� ��� �����
 	
	�����

�����	��

���������

� �
�����	� �� ���������� !� �������� �� "	����
� #$ %
 ��� ���	
 	�� �����

�	���	 ��	���
� ������� ���������	 �� 
��	��� ��	���	� &&'� �� 
	(� )*�)� +�,+-

) .��//�� � ��%���� � !$ 0����
�	���
 ��� 1
���	����
 ���2��� ����
� 3�
���, 	
�
��������
� ���/ ��4���
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