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Cel ¢éwiczenia

Celem ¢wiczenia jest poznanie podstawowych poje¢ zwigzanych z uktadem drgajagcym o jed-
nym stopniu swobody oraz nabycie umiejetnosci teoretycznego i eksperymentalnego wyzna-
czania jego parametrow (czestosci drgan swobodnych oraz wspotczynnika thumienia) i cha-
rakterystyki amplitudowe;.

1 Drgania liniowe o jednym stopniu swobody
1.1 Drgania swobodne bez tltumienia

Na rysunku 1 przedstawiono model fizyczny liniowego uktadu drgajacego jednym stopniu
swobody bez oporéw ruchu i bez wymuszenia. Sktada si¢ on z punktu materialnego o masie m
potaczonego z nieruchoma ostoja liniowym elementem sprezystym o wspolczynniku sprezy-
stosci k£ [N/m].

Rysunek 1. Swobodny uktad drgajacy bez thumienia.

Réwnanie dynamiczne ruchu uktadu z rysunku 1 wynika z II prawa Newtona i ma naste-
pujaca postac:

mi+kx=0 (1)
lub
i+a’x=0, )
gdzie a’ :ﬁ.
m

Poszukiwanym rozwigzaniem rownania rézniczkowego (1) lub (2) jest funkcja x(¢), czyli
réwnanie ruchu drgajacego punktu. Rozwigzanie to ma postac:

x(1)=C, cosat+C,sinat (3)
lub
x(1)=Asin(at+ ) (4)

gdzie state Ci, C> (w przypadku postaci (3)), 4 i f (w przypadku postaci (4)) wyznacza si¢ z
warunkow poczatkowych x(0)=x, i x(0)=Xx,. Rozwiazanie to posiada nastgpujace parame-

try:

e czesto$é drgan wiasnych a= * [s'],
m
, 2
e okres drgan wlasnych T =—1s].
a



1.2 Drgania swobodne z ttumieniem

Na rysunku 2 przedstawiono model fizyczny liniowego uktadu drgajacego jednym stopniu
swobody z ttumieniem i1 bez wymuszenia. Sktada si¢ on z punktu materialnego o masie m
potaczonego z nieruchoma ostoja liniowym elementem sprezystym o wspolczynniku sprezy-
stosci k£ [N/m] oraz thumikiem liniowym o wspdlczynniku ¢ [N-s/m].

Rysunek 2. Swobodny uktad drgajacy z ttumieniem.

Roéwnanie dynamiczne ruchu uktadu z rysunku 2 przedstawia si¢ nastgpujaco:

mx+cx+hkx=0 (5)
lub
i+2hx+a’x=0, (6)
gdzie 2h=£, O[Z:i_
m m

W dalszej czg$ci rozwazamy przypadek thumienia stabego (podkrytycznego), gdy spetnio-
ny jest nastepujacy warunek

c<c, =2km lub h<a. (7)
Wtedy rozwigzanie rOwnania rozniczkowego (6) ma postac
x(t)=e™(C cos At +C, sin At) (8)
lub
x(t) =A™ sin(At+ ) 9)

gdzie state C1, C> (w przypadku postaci (8)), 4o 1 f (W przypadku postaci (9)) wyznacza si¢ z
warunkow poczatkowych x(0)=x, i x(0)=Xx,. Rozwiazanie to posiada nastgpujace parame-
try 1 wlasnosci:

e czesto$¢ drgan wlasnych tlumionych A=~Na’=h [s'],
, . 2
e okres drgan wlasnych ttumionych T, = 7 [s],

e umowng amplitude drgan wlasnych thumionych  A(¢) = 4, [ml],

1 jest przedstawione na rysunku 3.
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Rysunek 3. Drgania swobodne tlumione uktadu o jednym stopniu swobody.

Zauwazmy, ze logarytm umownej amplitudy drgan ttumionych jest liniowg funkcja czasu
In A(¢)=1n A4, —ht (10)

przedstawiong na rysunku 4.
InA
In45

0 ity !
h
Rysunek 4. Zalezno$¢ logarytmu amplitudy drgan thumionych od czasu.

Cecha charakterystyczng drgan swobodnych ttumionych jest osigganie kolejnych maksi-
moéw (minimow) A, 1 A»+1 oddalonych od siebie o tzw. okres drgan thumionych 74 (zob. rysu-
nek 3) i pozostajacych w statej proporcji co do wartosci. W zwigzku z tym mozna wprowa-
dzi¢ pojecie dekrementu tumienia

hT,
= =e ¢ 11
A, x(t1+Tt) (o
lub logarytmicznego dekrementu ttumienia
o=InA=hnT,. (12)

Logarytmiczny dekrement ttumienia mozna wigc zidentyfikowa¢ mierzac dwie kolejne mak-
symalne (minimalne) warto$ci wychylenia i1 przedzial czasu pomig¢dzy chwilami ich wyste-
powania. Nastepnie mozna go uzy¢ go do wyznaczenia z réwnania (12) wspotczynnika thu-
mienia / lub wspolczynnika thumienia wiskotycznego ¢ =2hm.



Nalezy zwroci¢ uwage, ze wartosci ekstremalne (minima lub maksima) sg co do wartosci

—ht
9

bezwzglednej nieco mniejsze od aktualnej chwilowej umownej amplitudy drgan A(¢) = 4,e
ale pozostaja one caly czas w stalej proporcji do A(¢) . Jesli by przeprowadzi¢ przez wartosci
ekstremalne krzywa eksponencjalng (analogiczng do umownej amplitudy drgan), to miataby
ona posta¢ A'(f) = Aye™ . Po z logarytmowaniu otrzyma si¢ In 4'(¢)=1In 4; — ht , czyli liniowa
funkcje czasu o takim samym wspolczynniku kierunkowym (A7) jak w rownaniu (10), ale
przebiegajgca nieco nizej niz prosta na rysunku 4 (InA'(7)<InA(¢)). Mozna t¢ whasnosé
drgan tlumionych wykorzysta¢ do bardziej precyzyjnego wyznaczenia wspotczynnika thu-
mienia A, znajdujac wspdlczynniki funkcji liniowej opisujacej logarytm zmierzonej ekspery-
mentalnie serii amplitud (wartosci ekstremalnych) wychylenia 4; w chwilach czasowych #.

Metoda ta zostanie wykorzystana podczas ¢wiczenia laboratoryjnego.
1.3 Drgania wymuszone z thumieniem

Na rysunku 5 przedstawiono model fizyczny liniowego uktadu drgajacego jednym stopniu
swobody z thumieniem, wymuszonego sita harmoniczng. Sktada si¢ on z punktu materialnego
0 masie m potagczonego z nieruchoma ostoja liniowym elementem sprezystym o wspotczynni-
ku sprezystosci k£ [N/m] oraz thumikiem liniowym o wspotczynniku ¢ [N's/m] i poddanego
dziataniu harmonicznej sity wymuszajacej P(¢) = F, sin ot .

t
P(f)

Rysunek 5. Uktad drgajacy z thumieniem wymuszony sita zewnetrzna.

Roéwnanie dynamiczne ruchu uktadu z rysunku 3 przedstawia si¢ nastgpujaco

mxX + cx + kx = F, sin ot (13)
lub
¥+2hx+a’x=qgsinot, (14)
gdzie =L, a2:£’ qzi.
m m m

Rozwigzanie rownania rozniczkowego (13) sktada si¢ z dwoch czesci

x(t):xl(t)+x2 (l), (15)

gdzie xi(7) jest rozwigzaniem ogdélnym réwnania jednorodnego (bez sity wymuszajacej), na-
tomiast x2() jest rozwigzaniem szczegolnym roOwnania pelnego. Rozwigzanie x1(¢) reprezentu-
je drgania swobodne i zalezy od warunkow poczatkowych. Gdy w uktadzie wystepuje thumie-
nie, drgania te z czasem zanikajg; proces zanikania drgan nazywamy procesem przejsciowym.
Po pewnym czasie pozostaja jedynie drgania zwigzane ze sktadnikiem x»(¢) — sa to ustalone
drgania wymuszone majace postacé

x, (t)=asin(wt—p), (16)

1 posiadajgce nast¢pujace parametry



e amplitude a= [m],

e kat przesuniecia fazowego @ = arctan———.
a -

Zauwazmy, ze w przypadku braku ttumienia (£=0) 1 czestosci w sity wymuszajacej rownej
czestosci o drgan wlasnych uktadu, wyrazenie na amplitud¢ a drgan wymuszonych traci sens
(pojawia si¢ dzielenie przez zero). Wowczas rozwigzanie przyjmuje inng posta¢ i amplituda

ros$nie nieograniczenie w czasie. Stan ten nazywa si¢ rezonansem 1 zachodzi dla w =0, =«

gdzie o, jest czgstoscia rezonansowa sily wymuszajacej. W rzeczywistych uktadach zawsze
wystepuje jaki$ rodzaj nieliniowos$ci oraz dyssypacji energii, ktore ograniczaja amplitudg. W
szczegoOlnosci thumienie 4 ogranicza maksymalng warto$¢ amplitudy a, ktéra wystepuje dla
czestosci sity wymuszajacej @ mniejszej niz czgstos¢ « . Zalezno$¢ amplitudy drgan od czg-
stosci sity wymuszajacej nosi nazwe charakterystyki amplitudowej lub wykresu rezonanso-
wego.

Na rysunku 6 przedstawiono przyktadowe przebiegi wzglednej amplitudy a/x,, (gdzie

X, =4 / o’ =P [k jest wychyleniem statycznym) w funkcji wzglednej czgstosci sity wymu-
szajacej w/a , dla roznych wartosci wzglednego thumienia i/« .
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Rysunek 6. Charakterystyka amplitudowa wymuszanego harmonicznie oscylatora linio-
wego z ttumieniem.

2 Stanowisko laboratoryjne i model matematyczny badanego ukladu

Podczas ¢wiczenia laboratoryjnego wykorzystywane jest stanowisko przedstawione na
rysunku 7. Moze ono stuzy¢ do badania drgan o wielu stopniach swobody, jednak po zablo-
kowaniu odpowiednich wozkow stanowi uktad drgajacy o jednym stopniu swobody. Wozki sg
wymuszane bezwtadnosciowo za pomocg sterowanych silnikoéw krokowych wyposazonych w
tarcze z masami umieszczonymi w pewnej odleglosci od osi obrotu. Pomiar potozenia woz-
koéw odbywa si¢ przy uzyciu czujnikoéw Halla. Sterowanie silnikami i obserwacja potozenia
wozkow odbywa sie¢ w systemie wykorzystujacym sprzet National Instruments 1 oprogramo-
wanie LabView.
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Rysunek 7. Stanowisko badawcze drgan: widok ogolny (a) i zblizenie na wozek uzyty
podczas badania drgan o jednym stopniu swobody (b).

X

FAAAA -

ki2 k2

==

7

Rysunek 8. Model fizyczny badanego uktadu.

Model fizyczny badanego uktadu przedstawiono na rysunku 8, a jego rozniczkowe rowna-
nie ruchu ma posta¢ (prawo ruchu srodka masy)

mi, +cx+kx=0, 17)
gdzie x jest polozeniem wozka, x.- polozeniem srodka masy C catego zestawu drgajacego o
masie m. Polozenie srodka masy mozna przedstawi¢ jako
Xo =X+Xg,, (18)
gdzie x., jest potozeniem Srodka masy zestawu drgajacego w uktadzie lokalnym wozka. Po
uwzglednieniu (18) w (17) otrzymuje si¢
mx+cx+kx =-mx, . (19)

Potozenie wzgledne srodka masy zestawu drgajacego mozna wyrazi¢ nastepujaco

X _(m_mn)c0+mn(ce+wae)
Cw — 5

m

(20)

gdzie m, jest masa ci¢zarka umieszczonego na tarczy silnika powodujacego jej niewywaze-
nie, ¢, jest potozeniem w ukladzie lokalnym wodzka srodka masy czgsci wywazonej zestawu
drgajacego o masie m—m,, natomiast c, +x.,, jest odpowiednim potozeniem w ukladzie

lokalnym $rodka masy cigzarka m, . Sktadniki ¢, 1 ¢, sa pewnymi statymi, natomiast

Xe

Wi

. =esinwt. 201
Uwzgledniajac (21) w rdwnaniu (20) i r6zniczkujac je dwukrotnie otrzymuje si¢
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n

¥, =——Lew’ sinwt, (22)
m

gdzie przyje¢to, ze predkos¢ katowa silnika @ jest stala. Po podstawieniu rdwnania (22) do
(19), réwnanie rézniczkowe ruchu uktadu drgajacego (model matematyczny) przyjmuje na-
stepujaca postaé

mi+cx+kx=m e®’ sinwt . (23)

Oznaczajac P, = m e’ , rtOwnanie to przyjmuje posta¢ identyczng z rownaniem (13). Ampli-
tuda sity wymuszajacej £, moze by¢ interpretowana jako sita bezwladnosci masy niewywa-
zenia m,, zwigzana z jej ruchem wzgledem wozka po okregu o promieniu e.

3 Wymagania wstepne

Przed przystgpieniem do ¢wiczenia wymagana jest znajomos$¢ zagadnien przedstawio-
nych w rozdziatach 1 i 2 oraz tematu ,,drgan punktu materialnego” wystepujacego na wykta-
dzie przedmiotu ,,Mechanika techniczna I1”.

4 Przebieg ¢wiczenia i sprawozdanie

Zadaniem studentoéw jest doswiadczalne wyznaczenie wspotczynnika ttumienia i charak-
terystyki amplitudowej rzeczywistego ukladu drgajacego przedstawionego w rozdziale 2. Sto-
sujac si¢ do wskazdwek prowadzacego 1 wykorzystujac arkusz sprawozdania, nalezy wykonaé
kolejne zadania:

1. Uzupemi¢ cel ¢wiczenia.

2. Obliczy¢ czestos¢ whasng drgan uktadu dla podanych parametrow.

3. Wiytraci¢ uktad z potozenia réwnowagi i zarejestrowaé przebieg drgan swobodnych
tlumionych. Odczyta¢ z wykresu i zapisa¢ kolejne wartosci ekstremalne wychylenia i
odpowiednie punkty przejscia wychylenia przez warto$¢ zerowa oraz odpowiadajace
im chwile czasowe. Dokona¢ stosownych obliczen i wyznaczy¢ okres oraz czgstosé
drgan swobodnych tlumionych oraz wspotczynnik tlumienia (w tym ostatnim przy-
padku stosujac metode najmniejszych kwadratow).

4. Przeprowadzi¢ badanie eksperymentalne, mierzac amplitud¢ drgan wymuszonych dla
roznych czestosci wymuszenia. Dokona¢ stosownych obliczen oraz wykona¢ odpo-
wiednie wykresy amplitudowe.

5. Przeanalizowa¢ wyniki 1 zapisa¢ odpowiednie wnioski.
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